4. KONSTRUKTION DER REELLEN ZAHLEN

Im Vorwort zu seiner Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind:
“Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stammen aus dem
Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am eidgendssischen Polytechni-
kum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die Elemente der Differentialrechnung vortragen
zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals frither den Mangel einer wirklich wissen-
schaftlichen Begriindung der Arithmetik. [.. .| Fiir mich war damals dies Gefiihl der Unbefrie-
digung ein so iiberwiltigendes, dass ich den festen EntschluB faBte, so lange nachzudenken, bis
ich eine rein arithmetische und vollig strenge Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalana-
lysis gefunden haben wiirde. |[. . .| Dies gelang mir am 24. November 1858.”

In diesem Kapitel werden wir (in der Mengenlehre) aus den rationalen Zahlen ein Modell
der reellen Zahlen konstruieren, und zwar so, wie es auch Dedekind gemacht hat, ndmlich mit
Dedekind’schen Schnitten.

DIE AXIOME DER REELLEN ZAHLEN

Die Signatur des Axiomensystems R der reellen Zahlen ist %z = {0,1,+, -, <}, wobei
0 und 1 Konstantensymbole sind, + und - bindre Funktionssymbole sind und < ein binires
Relationssymbol ist.

Die erste Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Korperaxiomen KT:

Ro: VaVyVz(z + (y+ 2) = (z + y) + 2) (4 ist assoziativ)

Ri: VaVy(z +y =y +x) (+ ist kommutativ)

Ro: V(0 + 2 =1x) (0 ist link-neutral bzgl. +)

Rs: Vzdy(y +x = 0) (links-Inverse bzgl. +)

Ry VaVyVz(z - (y-2)=(x-y)-2) (- ist assoziativ)

Rs: VaVy(z-y=y-x) (- ist kommutativ)

Re: Va(l -z =1x) (1 ist link-neutral bzgl. -)

Ry Vaedy(z #0 - y-xz=1) (links-Inverse bzgl. - fiir x # 0)

Re: VaVyVz(z - (y+2) = (z-y)+ (z-2)) (- ist links-distributiv iiber +)
Rg: 0 # 1

Die zweite Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Axiomen fiir dichte lineare Ord-
nungen DLO:

Rio: Vz—(z < x) (< ist nicht reflexiv)

Ri: VaVyVz((z <yAy<z) —x<z)  (<ist transitiv)

Rio: VaVy (x <yVz=yVy< :U) (< definiert eine lineare Ordnung)

Rist VaVydz(z <y — (x <2Az<y)) (< definiert eine dichte Ordnung)

Riq: VxEIyEIz(y <zAhz< z) (keine grossten bzw. kleinsten Elemente)
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Die dritte Gruppe des Axiomensystems R besteht aus zwei Axiomen, welche die Ordnungs-
struktur mit den Rechenoperationen verbindet:

Ris: VaVyvz (m <y—r+z<y+ z) (Kompatibilitit von < mit +)
Rie: VaVy((0<zA0<y) - 0<z-y)  (Kompatibilitit von < mit -)

Um das letzte Axiom, das Vollstindigkeitsaxiom R;,, zu formulieren, miissen wir iiber Teil-
mengen von R sprechen. Insbesondere kann das Axiom R;; nur mit Hilfe der Mengenlehre — in
der wir ein Modell der reellen Zahlen konstruieren — formuliert werden.

Ri7: Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R hat ein Supremum in R.
Etwas formaler ausgedriickt, mit der Definition x < y ;<= = < y V x = y, heisst das:

vx((XgRAX7A@A3rvxeX(xgr)) =

E]s(VxeX(xSs)/\Vt(VmEX(xSt)—NSSt)))

DEDEKIND’SCHE SCHNITTE

Wir konstruieren die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen (), welche ihrerseits aus IN
(bzw. w) und Z konstruiert wurden. Das heisst wir gehen aus von einem Modell Q = (Q, 0,1, +, -, <
) der rationalen Zahlen, in dem die Axiome R, — R gelten. Um weniger Fallunterscheidungen
machen zu miissen, schranken wir uns auf die Konstruktion der positiven reellen Zahlen ein—
die Konstruktion der negativen reellen Zahlen ist analog. Dafiir definieren wir Q* := {p € Q :
p>0}.

Ein Dedekind’scher Schnitt ist eine Teilmenge v € Q+ mit folgenden Eigenschaften:

(DO) v # P und o # Q.

(D1) Falls p € aund ¢ € Q" mit g < p, so folgt ¢ € a («v ist nach unten abgeschlossen).

(D2) Fiir jedes p € « existiert ein ¢ € o mit p < q (« enthilt kein maximales Element).

Offensichtlich sind Dedekind’sche Schnitte nach oben beschrinkt: Falls o ein Dedekind’scher
Schnitt ist, so existiert wegen (DO) eine Zahl p € Q* \ . Damit ist aber p eine obere Schranke
von «, denn wire ¢ € o mit ¢ > p, so wire aufgrund von (D1) auch p € «, ein Widerspruch.

Ein Dedekind’scher Schnitt «v teilt die positiven rationalen Zahlen in zwei disjunkte Stiicke:

C ! ! ! N\ I I I I
T T T —JC T T T

0 a Q" \ «a

Wir definieren nun die positiven reellen Zahlen als Menge aller Dedekind’schen Schnitte:
R" := {a C Q" : aist ein Dedekindscher Schnitt}.

Die reellen Zahlen sollen aber die rationalen Zahlen erweitern; diese lassen sich jedoch in na-
tiirlicher Weise als Dedekind’sche Schnitte darstellen: Fiir positive rationale Zahlen p € Q™
definieren wir

a, ={qe Q" :q<p}
Dann ist oy, ein Dedekind’scher Schnitt. Um dies zu sehen, miissen wir (D0) —(D2) nachpriifen:
(DO) ist offensichtlich. Fiir (D1) sei ¢ € o, und r € Q1 mit r < ¢. Da ¢ < p, folgt auch r < p
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und somit r € «,. Fiir (D2) sei ¢ € a,. Somit gilt ¢ < p und fiir r := ’% folgt r € QT,
g<r<pundr € q.

Fiir positive rationale Zahlen p € Q7 identifizieren wir p mit «, und erhalten so eine
Einbettung Qt — R™ (dhnlich wie wir auch eine Einbettung Z < @ haben). Es gibt nun
aber auch Dedekind’sche Schnitte, die eine “Liicke” in den rationalen Zahlen darstellen. Solche
Liicken heissen irrationale Zahlen. Zum Beispiel stellt der Dedekind’sche Schnitt

a={peQt:p*<2}
eine solche Liicke dar. Ublicherweise wird dies implizit mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-

legung der natiirlichen Zahlen bewiesen, was wir aber erst spiter zeigen werden. Der folgende
indirekte Beweis stammt aus Dedekinds Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen: Wir miissen

zeigen, dass es keine rationale Zahl § gibt mit 2’—2 = 2. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an,

dass Zahlen p,q € IN existieren mit 5—2 = 2. Es gibt also positive Zahlen p,q € IN welche die
Gleichung
P’ —2¢° =0
erfiillen, woraus ¢ < p und p < 2¢? folgt. Wir diirfen annehmen, dass ¢ die kleinste Zahl ist,
welche die Eigenschaft besitzt, dass ihr Quadrat durch Multiplikation mit 2 eine Quadratzahl
ist. Setzen wir ¢ := p — q und p := 2q — p, so folgt aus ¢ < p und § < 2,dass giltqg < p < 2¢q
und 0 < ¢ < ¢. Mit der Voraussetzung p? — 2¢° = 0 erhalten wir
PP =2¢ =4¢* —4pg +p* = 2(0° — 2pg + ¢*) = —p* +2¢° =0

und weil 0 < g < q ist, widerspricht dies der Minimalitit von q.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich Dedekind’sche Schnitte addieren und multiplizieren
lassen. Die Antwort auf diese Frage ist sehr einfach: Man betrachtet einfach die Menge, die

dadurch entsteht, dass man alle Elemente des einen Schnittes mit allen Elementen des anderen
Schnittes addiert bzw. multipliziert.

Fiir Dedekind’sche Schnitte o, 5 € R definieren wir:
a+ fi= {p+q:p€a/\q€6}

a-fB:= {p-q:pea/\qeﬁ}
LEMMA 4.1. Seien «, 8 Dedekind’sche Schnitte. Dann sind « + 3 und « - 3 ebenfalls Dede-
kind’sche Schnitte.

Beweis. Wir zeigen nur, dass a + (3 ein Dedekind’scher Schnitt ist; der Beweis, dass auch « - 3
ein Dedekind’scher Schnitt ist, ist analog.
(DO) Da o, 3 # 0, gibtes p € aund ¢ € 3. Somit folgtp + ¢ € o + 5. Da o, B # QT gibt
esr € QF\aunds € QT \ 5. Firp € aund q € fistp < rund g < s, also ist
p+q<r+s, woraus folgtr +s ¢ a+ 5, dh. a+ [ # Q™.

(D1) Seir € a+ funds € QT mit s < r. Es gibt p € a,¢ € f mitr = p + ¢. Also gilt
s < p+qundsomits —q < p. Ist s < p, ¢, so folgt aus (D1) fiir « und 3, s € o und
s € 3. Insbesondere ist dann
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wie gewiinscht. Sei nun s £ p, ¢, und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei s > ¢.
Aus (D1) fiir ¢ und s < p 4 ¢ folgt s — ¢ < p, also s — g € . Somit ist

s=s—q+ q¢ €a+p.
——
Ca ep
(D2) Seir=p+qg € a+ P mitp € aund ¢ € 5. Gemiss (D2) fiir « gibt es ein p’ € « mit
p<p.Somitistr =p+qg<p +qundp +q€a+p.
_|

In Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind: “Ebenso wie die Addition
lassen sich auch die iibrigen Operationen der sogenannten Elementar-Arithmetik definieren,
ndmlich die Bildung der Ditferenzen, Produkte, Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen,
und man gelangt auf diese Weise zu wirklichen Beweisen von Sétzen (wie z. B. V243 = \/6),

welche meines Wissens bisher nie bewiesen sind.”
Als Beispiel fiir die Multiplikation zweier Dedekind’scher Schnitte beweisen wir nun die

Gleichung v2 - V3 = v/6,dh. fira = {pc QT : p> <2} und = {qg € Q" : ¢*> < 3} ist
a-B={reqQ’:r*<6}.
Beachte zuerst, dass fiir rationale Zahlen 3 € avund ¥ € 3 stets j—j . :}‘—j < 6 gilt. Seinunr € Q"

mit 7* < 6. Wir miissen rationale Zahlen £ € o und * € f3 finden, sodass r* < j—j - 7;—2 Sei
n € IN, sodass 6 — 2 > %, und sei m € N, sodass m > 22n. Dann ist

22 2270, 22m-20 _ 10m+12m—20
m > m m?2 - m?2

und es gilt

und weil £ < 37m (denn % > 2), erhalten wir

1

9 _ K _ 3mil _ m(3+m) 4
- 2 < 2 2 < —.
m m m m

Analog sei l € IN so, dass gilt (”71)2 >3 > (%)2 dann gilt wieder 3 — 7% < errj;l und weil

[ < 2m (denn 4 > 3), erhalten wir

aml m(:;%) <

S Jor

2
3-L <
Schliesslich sei p := 2 — % und ¢ := 3 — % Dann ist
0<p<® <2 und 0<g< b, <3
Insbesondere ist % € o und % € [, und mit obiger Ungleichung gilt
2 1 2 k2
r <6—5<pq<mm<6

womit £ und L die gesuchten Zahlen sind.
m m
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Wir kénnen analog die Konstruktion auch auf die negativen Zahlen ausweiten. Damit ldsst
sich leicht zeigen, dass die so konstruierten reellen Zahlen wie gewiinscht die Korperaxiome
erfiillen. Etwas formaler ausgedriickt haben wir das Modell Q = (Q, 0, 1, +, - ) der rationalen
Zahlen zu einem Modell (R, 0,1, +, - ) erweitert. Was noch fehlt, ist die Ordnungsstruktur der
reellen Zahlen und wir miissen auch zeigen, dass das Axiom Ry erfiillt ist.

Fiir Dedekind’sche Schnitte o und [ definieren wir:
a< fi=aCp.

Weil Q | DLO folgt aus der Definition der Dedekind’schen Schnitte leicht, dass < eine
(strikte) lineare Ordnungsrelation ist, und weil Q |= DLO + Rys + Ryg gilt, folgt (wieder aus
der Definition der Dedekind’schen Schnitte), dass die Axiome DLO + Ris5 + Ry auch in R =
(R,0,1,+, -, <) erfiillt sind. Es bleibt also nur noch R = Ry; zu zeigen. Mit anderen Worten,
wir miissen zeigen, dass in R jede nach oben beschrinkte Menge ein Supremum besitzt:

THEOREM 4.2. Die reellen Zahlen R sind vollstindig, d.h. jede nicht-leere nach oben be-
schriinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Beweis. Wir beschrinken uns auch hier der Einfachheit halber auf die positiven reellen Zahlen.
Sei X ## () eine nach oben beschrinkte Teilmenge von R, d.h. die Elemente o € X sind
Dedekind’sche Schnitte der Form o« C Q. Wir setzen

5::Ua:{p€Q+:Ela€X(p€a)}.

acX
Wir zeigen zuerst, dass (3 ein Dedekind’scher Schnitt ist.

(D0) Offensichtlich gilt 5 # 0, da X # (). Wir zeigen noch, dass 5 # QT. Da X nach oben
beschrinkt ist, gibt es eine rationale Zahl ¢ € Q" mit p < ¢ fiir alle p € 3. Somit ist

g€ Q"\p.
(D1) Seip € fund ¢ € QF mit ¢ < p. Dann gibt es ein & € X mit p € a, und da a (D1)
erfiillt, folgt ¢ € o C f.

(D2) Sei p € (. Dann gibt es ein & € X mit p € a. Da a kein maximales Element besitzt,
gibtesein ¢ € amitp < q. Daa C j, folgt ¢ € 5.

Somit istalso 5 € R". Danun o C 3 (d.h. o < 3) fiir alle € X, ist 3 eine obere Schranke
von X. Es bleibt noch zu zeigen, dass 3 die kleinste obere Schranke von X ist. Sei v € R*
beliebig mit v < (5. Dann gibt es ein p € [\ v, und nach Definition von [ existiert ein « € X
mit p € «. Daraus folgt v < o, und weil o € X, kann ~y keine obere Schranke von X sein. Also
ist 3 die kleinste obere Schranke von X . 4

Es stellt sich die Frage, ob es auch andere Modelle der reellen Zahlen gibt, oder ob zumin-
dest alle Modelle der reellen Zahlen isomorph zueinander sind. Obwohl dies manchmal sogar
“bewiesen” wird, ist die Aussage nicht ganz richtig. Genau genommen haben wir ndmlich das
Modell R in einem Modell von ZF konstruiert, d.h. die Menge R der reellen Zahlen ist nicht
“absolut” sondern hingt vom zugrunde gelegten Modell von ZF ab, in dem R konstruiert wurde.
Insbesondere hingt die Grosse der Menge R davon ab, wie gross die Menge &7 (w) im zugrunde
gelegten Modell von ZF ist, was aber von ZF unabhingig ist, d.h. von ZF nicht entschieden wird.
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INTERVALLSCHACHTELUNGEN

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Grundlagen
der Analysis. Zum Beispiel lassen sich damit der Satz von Bolzano-Weierstrall oder der Zwi-
schenwertsatz beweisen.

Eine wichtige Folgerung aus der Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist der folgende Satz, fiir
den wir zuerst den Begriff der Intervallschachtelung definieren: Eine Intervallschachtelung ist
eine Folge (I,,),en von nicht-leeren abgeschlossenen Intervallen [, = [z, y,] mit der Eigen-
schaft

Ih2L, 21, 0. ..

und lim (y,, — z,,) = 0.

n—o0

THEOREM 4.3. Sei ((I,,)nen eine Intervallschachtelung mit I,, = [x,,,y,]. Dann gibt es genau

eine reelle Zahl x mitx € () I,,.
nelN

Beweis. Aufgrund der Vollstindigkeit von R gibt es Zahlen x,y € R mit
r=sup{z, € R:ne€ N} und y=inf{y, € R:n e N}
Somit gilt
ToS 01 ST S ST SY S-Sy Sy S Yo

und somit z,y € (), o In- Es bleibt zu zeigen, dass x = y. Wire < y, so wire € := y—x > 0.
Nach Annahme gibt es aber ein n € IN, sodass y,, — z,, < eund damity —z < y,, — z, < €,
was aber ein Widerspruch ist zur Definition von = und y. 4

Es sei erwihnt, dass sich mit Hilfe von Theorem 4.3 die reellen Zahlen auch als Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen konstruieren lassen.



