HAMILTON’SCHE GRAPHEN

Ein endlicher ungerichteter Graph G = (V, F) ist ein Hamilton’scher Graph, bzw. G ist
hamiltonsch, wenn G einen Kreis —einen sogenannten Hamilton-Kreis — besitzt der alle Kno-
ten von GG enthilt. Mit anderen Worten, GG ist hamiltonsch genau dann, wenn es in G einen
Kreis gibt, der alle Knoten von G enthilt. Es ist kein einfaches Kriterium bekannt, mit wel-
chem entschieden werden kann, ob ein Graph hamiltonsch ist (im Gegensatz zum Beispiel zu
Euler’schen Graphen).

Beispiele fiir hamiltonsche Graphen sind die vollstindigen Graphen K, (fiir n > 2) sowie
die Kantengraphen der fiinf platonischen Korper:

Dodekaeder lkosaeder

Ebenfalls hamiltonsch sind die Kantengraphen der k-dimensionalen Wiirfel (fir £ > 2).
Dafiir zeigen wir zuerst den folgenden Satz tiber Gray-Codes: Eine zyklische Folge, bestehend
aus den 2% verschiedenen biniren Wortern der Linge k > 1, heisset Gray-Code, falls sich je
zweil aufeinander folgende Worter in genau einer Stelle unterscheiden.

PROPOSITION 7.7. Zu jedem k > 1 existiert ein Gray-Code.
Beweis. Mit Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist die zyklische Folge 0, 1 der einzige Gray-Code. Ist

(al, c. ,agk)
ein Gray-Code fiir k, wobei jedes a; ein binires Wort der Linge k ist, so sind die 2**! binziren
Worter
(Oal, o, 0a9k, 1 agk, Lagk_q,..., 1a1)
der Lange k£ + 1 ein Gray-Code fiir k& + 1. 4

KOROLLAR 7.8. Der Kantengraph des k-dimensionalen Wiirtels (fiir k > 2) ist hamiltonsch.
44
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Beweis. Die bindren Worter der Linge &k konnen als Ecken eines k-dimensionalen Wiirfels
aufgefasst werden. Ein Gray-Code entspricht dann einem Hamilton-Kreis im Kantengraphen
des k-dimensionalen Wiirfels. 4

Beispiel: Im Fall k = 4 gibt uns der Beweis von Proposition 7.7 den folgenden Gray-Code mit
dem entsprechenden Hamilton-Kreis im Kantengraphen des 4-dimensionalen Wiirfels.

Gray-Code Hamilton-Kreis

o

.~
Y
7

1110 —~ 1111

[P

1101

1
1
1
|
[
1
1
-7
1
1
1
1
1
1
1
*

1000 1001

-
-

e e e T O e e e S e B o Bl o Bl

-
1 -7

1
1
1
1
1

—
(-]

!

1010 —— 1011

—_ = == OO OO R~ R P, OO
_ RO O = O OBk P, O O = O

i e e e e DO OO OO O

OO O
[es}
o

DER HEIRATSSATZ

Die Knotenmenge eines bipartiten Digraphen (A, B, E') besteht aus zwei disjunkten Men-
gen A, B (d.h. die Knotenmenge ist AU B) und einer Kantenmenge £ C A x B.Fir X C A
und Y C B sei

EX ={yeB:Jre X (zEy)} und E'Y:={ze€A:JyecY (zEy)}.

Erweitern wir die Kantenmenge £ eines bipartiten Digraphen (A, B, E) zu

E*:=EU{(y,x): (z,y) € E},
soist (A, B, E*) ein ungerichteter bipartiter Graph.

Ist (A, B, E) ein bipartiter Digraph und gilt zF'y, also insbesondere x € A und y € B, so
sagen wir, dass x und y befreundet sind. Eine injektive Funktion 7 : A — B mit 7 C E ist dann
eine Verheiratung aller Elemente von A mit Elementen der Menge B, wobei nur befreundete
Elemente miteinander verheiratet werden.

DER HEIRATSSATZ (Hall). Sei (A, B, F) ein bipartiter Digraph. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(a) dr € Ap (7T C E und T ist injektiv), d.h. es gibt eine Verheiratung aller Elemente
von A mit Elementen von B.

(b) Hall’sche Bedingung: VX C A (|X| < |EX])



46

Beweis. (a)=-(b): Aus (a) folgt | X| = |7[X]| < |EX]| fir alle X C A.

(b)=-(a): Mit Induktion nach |A| =: n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei n > 1 und sei der Satz
bewiesen fiir alle »’ mit 1 < n’ < n. Wir betrachten die folgenden beiden Fiille.

1. Fall: Fir alle X C Asei |X| < |[EX|. Sei d’ EV und sei A’ := A\ {d'}, B’ := B\ {0}
und £ := EN (A" x B'), d.h. E’ ist die Menge aller Kanten in £ die weder in o’ starten noch
in b’ enden. Dann ist (A’, B’, E’) ein bipartiter Digraph und mit unserer Annahme folgt

XCA = |X|<|EX| = | X|<|EX|-1<|EX\{V}| =|F'X]|.
Mit der Induktionsvoraussetzung fiir n’ := |A’| = n—1 erhalten wir eine Injektion 7’ : A" — B’
mit 7 C E" und
mi=7 U{{d,V)}
hat die gewiinschten Eigenschaften.

2. Fall: Es existiert A; C A mit |A;| = |EA;|. Sei By := EAj,und sei Ay := A\ Ay, By :=
B\ By, Ey := EN(A; X By) und Ey := EN(Ay X By). Nun kann die Induktionsvoraussetzung
sowohl auf (A;, By, Ey) wie auch auf (As, By, Ey) angewandt werden und wir erhalten zwei
Injektionen 77 : Ay — By und my : Ay — By mit m; C FEj und w9 C Fj5. Die Existenz einer
Injektion 7y ist klar, denn aus X C A; folgt EX C B;. Um zu sehen, dass eine Injektion
my : Ay — By existiert, nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass eine Menge X C A,
existiert mit | X| > [F2X |, wobei Fo X C Bsy. Mit der Definition der Mengen A; und A, der
Annahmen |A;| = |E'A;| und |E2 X | < |X|, sowie der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

|E(A UX)| = |EALUEX| = |EAUEX| = |EA| + |ExX| < |Ay| + | X| = |A U X],

was aber ein Widerspruch zur Voraussetzung (b) ist.

Mit den Injektionen 7, und 7, definieren wir nun 7 : A — B wie folgt:

r(a) = {m(a) fira € A,

mo(a) sonst.

Dannist 7 : A — B eine Injektion mit 7 C F, d. h. m hat die gewiinschten Eigenschaften.

Das folgende Resultat behandelt den Fall, wenn jedes Element aus A (bzw. B) mit r (bzw. s)
Elementen aus B (bzw. A) befreundet ist.

KOROLLAR 7.9. Sei (A, B, F) ein bipartiter Digraph mit |A| = n < m = |B|. Existieren
positive ganze Zahlen r und s, sodass gilt Va € A (|E{a}| = r) und Vb € B (|E~'{b}| = s),
so existiert eine Verheiratung aller Elemente von A mit Elementen von B.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Hall’sche Bedingung erfiillt ist. Nach Voraussetzung gilt
r-n = |E] = s-m.Somit ist s = =%, und weil n < m ist s < 7. Wire nun die Hall’sche
Bedingung nicht erfiillt, so géibe es eine Menge X C A mit ! := |X| > |EX| =: k. Sei
B :=EXund E':= EN (X x B').Dannistr - = |E'| < s- k, also s > %.Weill > k ist
%l > r und somit erhalten wir s > r, was aber s < r widerspricht. 4

Um den nichsten Satz zu formulieren, miissen wir die Begriffe trennende Knotenmenge und
Paarung einfiihren.

Sei G = (V, F) ein beliebiger ungerichteter Graph und seien A, B C V zwei disjunkte
Knotenmengen (d.h. AN B = (). Weiter sei U C V eine beliebige Knotenmenge. Dann
werden die Mengen A und B durch die Menge U getrennt, wenn jeder Kantenzug von einem
Knoten a € A nach einem Knoten b € B mindestens einen Knoten aus U enthilt. Die Menge
U ist dann eine trennende Knotenmenge (engl. separator) bzgl. den Mengen A und B.
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Sei G = (V, E) ein beliebiger ungerichteter Graph. Eine Paarung (engl. matching) ist eine
Teilmenge m C FE fiir die gilt:

Vo, y), (') € m (o) £ @) = {okn ey} =0)

Eine Paarung in einem ungerichteten Graphen G = (V, F) ist also eine Injektion 7 : A — B,
wobei A und B zwei disjunkte Knotenmengen von V' sind und fiir alle (a,b) € 7 gilt, dass a
und b adjazent sind.

THEOREM 7.10. Sei (A, B, E) ein ungerichteter bipartiter Graph mit |A| =: n. Dann gilt:
max 7| =n — max (|X| — |[EX|) = min |U]
—_——

7 Paarung XCA U trennt A& B
Defekt von X

Beweis. max |m| > n — max(|X| — |EX|): Wir definieren [ als den maximalen Defekt, also
[ = max (| X| — |EX]).
XCA
Sei Xo C Amit |Xy| — |EXo| =l und sei k := | Xy|. Dann ist |EX,| = k — [. Sei nun weiter
Yo:=A\Xo, E ={(z,y)eFE:zeXo}, E'={{z,y)eE:xeYoNy¢ EXo}.

1. Behauptung: (Yy, E"Yy, E") erfiillt die Hall’sche Bedingung.

Denn: Sei Y C Yy mit |Y| > |E"Y]|, dann wire | XoUY| — |E(XoUY)| > [, was der
Definition von [ widerspricht. Also existiert eine Injektion 7" : Yy — E”Yy mit 7”7 C E”,
insbesondere ist 7 eine Paarung.

2. Behauptung: (E Xy, Xo, (E')~1) erfiillt die Hall’sche Bedingung.
Denn: Sei Z C EXymit |Z| > |(E)'Z|, d.h. |Z] > | Zy|.
~—

=:Zy

Dann wire
|X0 \ Zo| - |E(X0 \ Zo)| = |X0| - |Zo| - (’EX0| - |Z‘) =
<|X0| - |EX0|) + (|Z| - |Z0|) > 1,

was der Definition von [ und X, widerspricht. Also existiert eine Injektion 7’ : FXy — X mit
7' C E', insbesondere ist 7’ eine Paarung.

Mit den Paarungen 7" und 7’ ldsst sich dann die Paarung 7 := 7" U 7’ konstruieren fiir die
gilt |7| = n — [, insbesondere ist max || > n — .

n — max(|X| — |EX]|) > min|U|: Seien X, und [ wie oben und sei
Up = (A\ Xo) UEX,.
Dann trennt Uy sicher A und B und es gilt
Us| = (n — | Xo) + (|Xo| = 1) =n—1.

min [U| > max|7|: Sei 7 eine Paarung und U C A U B eine Knotenmenge die A und B
trennt. Dann gilt fiir alle (x,y) € 7, {x,y} NU # 0 (d.h. 1 < [{z,y} NU| < 2), und aus der
Definition einer Paarung folgt |7| < |U|.

Wir haben somit max 7| > n — max(|X| — |EX]) > min |U| > max |7|, womit das Theorem
bewiesen ist. 4



