8. DER VERALLGEMEINERTE EUKLID’SCHE ALGORITHMUS

VoM gg'T' zU KETTENBRUCHEN

Euklid gibt im zehnten Buch seiner Elemente einen Algorithmus an, um von zwei gegebenen
kommensurablen Grossen ihr grosstes gemeinsames Mass zu finden. In neuerer Terminologie
heisst das, von zwei gegebenen (positiven) Zahlen ihren grosster gemeinsamer Teiler (ggT) zu
finden, wobei vorausgesetzt ist, dass solch ein gemeinsamer Teiler existiert.

Der Algorithmus wird wie folgt beschrieben:

(0) Die beiden Gréssen seien ag und a1, wobei ag und a; beide positiv sein sollen.
(1) Ist ag = aq, soist a; = ggT(ap, @) und wir sind fertig.
(2) Sonst existiert eine grosste natiirliche Zahl by, so dass gilt:

ap > boay

bo ist also die kleinste natiirliche Zahl fiir die gilt: ag < (bp + 1) - a1.
Beachte: Im Falle a¢ < ag ist by = 0.

(3) Ist ag = bpay, so ist wieder a; = ggT(ag, ay).

(4) Ist ag > bpay, so muss gelten ag — bpa; < aj, sonst wire ag > (by + 1) - a1, was der
Definition von by im Schritt 2 widerspricht. Weil ag > bya; ist ag—bpa; > 0. Definieren
WIr nun ay := ag — boal, SO ist ag = bo(ll +asund 0 < ay < aj.

(5) Nun gehen wir mit den Zahlen a; und as zuriick zum Schritt 2 und finden eine grosste
natiirliche Zahl b, so dass a; > bjas.

Betrachten wir die Zahlen ay und a; als Streckenlingen (wie dies Euklid getan hat), so ist
es nicht schwierig einzusehen, dass dieser Algorithmus die grosste Strecke liefert, welche in
beiden Strecken enthalten ist. Mit Zahlen ausgedriickt liefert der Algorithmus also den grossten
gemeinsamen Teiler der Zahlen ay und a;.

Ein Vorteil des Euklid’schen Algorithmus zur Berechnung des gg'I’s zweier Zahlen ist, dass
wir nicht zuerst die Primfaktorzerlegung der beiden Zahlen bestimmen miissen, und wir somit
auch von relativ grossen Zahlen den gg'I' berechnen kénnen.

Beispiel: Fiir ag = 986 und a; = 357 erhalten wir:

986 = 2-357+ 272

357 = 1-272+85

272 = 3-8+ 17
8 = 5-17+0

Damit ist ggT'(986, 357) = 17. Insbesondere erhalten wir ay = 272, a3 = 85, ay = 17, a5 = 0,
und ferner ist b[) = 2, bl = 1, bg = 3, b3 = 5.
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Von diesem Algorithmus ist es nun ein kleiner Schritt zu den sogenannten Kettenbriichen:
Ein endlicher Kettenbruch ist ein Bruch von der Form

1

by +
by +

by +

bs +
1

1
bn—l + E

wobei by, . . ., b, ganze Zahlen und hochstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich jeder Bruch der Form Z—‘; als endlicher Kettenbruch
schreiben ldsst, und wenn ja, wie wir den entsprechenden Kettenbruch berechnen kénnen. Um
dies zu beantworten, gehen wir wie folgt vor:

Zuerst berechnen wir mit dem Euklid’schen Algorithmus den gg'I" von a( und a;.

ao a9 1
apg = b0~a1+a2 = —_— — b0+_ — b0+a_1
a1 a1 s
a a 1
a9 a9 E
a a 1
as = by-as+ay = 2= b2+—4 = bg+a—3
as as a_4
Qn,
a, = by a'n+1+0 = = b,
Any1
Es gilt also
a 1
—Ozbo—f—a—l:bo—l— = by +
aq P b 1 .
1+ a2 1+ 1
as b2 + E
aq
und allgemein erhalten wir
a 1
_0 — bO +
ai 1
b1 + ;
by + 1
bs +
1
1
bnfl + b_

Dieser letzte Ausdruck ist nun ein endlicher Kettenbruch, den wir der besseren Lesbarkeit
wegen mit [by, by, . . ., b,| bezeichnen.
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Da der Bruch Z—(l’ beliebig war, konnen wir also jeden Bruch (d.h. jede rationale Zahl) als
endlichen Kettenbruch schreiben. Es gilt natiirlich auch das Umgekehrte, ndmlich dass jeder
endliche Kettenbruch einer rationalen Zahl entspricht, denn jeder endliche Kettenbruch kann in
einen normalen Bruch umgewandelt werden.

Zum Beipiel haben wir 335 = [2, 1,3, 5], denn:
1
986 _
=2t
14+ ——
1
3+ -

)
Verwandeln wir den Kettenbruch [2, 1, 3, 5] in einen normalen Bruch, so erhalten wir nicht

986 58 . . ‘14 58 __ 5817 __ 986 ..
35-» sondern o7, also einen gekiirzten Bruch (es gilt 37 = 575+ = $=2). Aus Proposition 8.1 und

21°
Lemma 8.2 wird folgen, dass dies immer der Fall ist, denn verwandeln wir einen Kettenbruch

in einen normalen Bruch, so ist dieser Bruch immer gekiirzt.

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn die Grossen (bzw. reellen Zahlen) aq und a,
keinen gemeinsamen Teiler haben. Dafiir setzen wir zum Beispiel ag = V2 und a; = 1:

2= 1+ (V2
1 V241
V-1 1+ = 2 + (\/E_D
1 V241

o
|
L
-

= = 2 + (V2-1)

Der Euklid’sche Algorithmus angewandt auf a; = v/2 und a; = 1 bricht nie ab und liefert
uns somit unendlich viele positive natiirliche Zahlen b,,. Das heif3t, dass der Kettenbruch von
Z—? = /2 unendlich ist. In unserem Fall erhalten wir den Kettenbruch

1,2,2,2,2,...] = [1,5].

Ein unendlicher Kettenbruch ist ein nicht abbrechender Bruch von der Form

by + 1
ot
by + —
wobei by, b1, by . . . ganze Zahlen und hochstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Ist £ € R eine beliebige, positive, irrationale Zahl, so konnen wir £ immer als unendlichen
Kettenbruch schreiben. Dazu definieren wir fiir positive reelle Zahlen «,

la] :=max{n € N:n <a}.

Dann gilt:
§ = by + n mit by := |£] und ry := & — by, wobei 0 < 71 < 1 bzw. % > 1
o= b 4+ mit by := [~ | und 75 1= ;- — by, wobei 0 < 75 < 1bzw. .- > 1
% = by + 13 mit by = L%j und r3 := % — by, wobei 0 < r3 < 1 bzw. % > 1

und wir erhalten den Kettenbruch [bg, by, bo, . . .].
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Es stellt sich nun die Frage, wie der Kettenbruch [bg, b, bs, . . .| mit £ zusammenhingt. Ein
natiirlicher Ansatz ist, den unendlichen Kettenbruch jeweils nach endlich vielen Schritten ab-
zubrechen und die entsprechenden rationalen Zahlen zu berechnen. Wie wir zeigen werden,
nihern sich diese rationalen Zahlen der irrationalen Zahl £ an, deshalb werden sie Ndherungs-
briiche genannt. Zum Beispiel erhalten wir fiir den unendlichen Kettenbruch [1,2] die folgen-

den Niherungsbriiche =:

P 1 P 3 Py 7 Py 17 Py 41

Q 17 Q@ 27 Q 5 Q3 127 Q4 29"
Néherungsbriiche sind immer gekiirzte Briiche welche, wie wir sehen werden, relativ schnell
konvergieren. Wir kénnen also zum Beispiel /2 beliebig genau berechnen. Was uns noch fehlt,
ist ein einfacher Algorithmus, welcher uns erlaubt, die Niherungsbriiche ohne grossen Aufwand
zu berechnen; dies liefert die folgende rekursive Formel:

P_2 Z:O, P_1 = 1, Pn Z:ann_l—l—Pn_g
Q2 =1, Q-1:=0, Qn = b,Qn-1+ Qn_s

Graphisch dargestellt erhalten wir fiir den Kettenbruch [1,2] folgendes Schema:

nl 2] -1]0] 1121 3] 4
b, 11221212
el o[ 11 ]3] 7] 17]4
Q. 1170 125122

Jede Zahl der dritten Zeile entsteht, indem man die dariiberstehende mit der vorausgehenden
Zahl der dritten Zeile multipliziert und die nichstvorausgehende addiert; analog fiir die vierte
Zeile.

Diesen Algorithmus zur Berechnung von Niherungsbriichen nennen wir verallgemeinerter
Euklid’scher Algorithmus, abgekiirzt vEA. Wir zeigen nun, dass der vEA korrekt ist, bzw.

dass die Briiche % tatsidchlich N@herungsbriiche sind.
PROPOSITION 8.1. Sei [bo, by, . ..] ein unendlicher Kettenbruch. Dann gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen n:
P
boy - -, bn] = ==
foretl =1,

wobei die Zahlen P, und (), mit dem vEA berechnet werden.

Beweis. Den Beweis fithren wir mit Induktion nach n.
n = 0: Es gilt Py = by und QQy = 1, also ist % = by = [bo].

Annahme: [b, ..., b,] = % fireinn € IN.
Wir miissen nun zeigen, dass aus der Annahme folgt: [by, ..., b,, bpy1] = g’;—i. So, wie die
Kettenbriiche aufgebaut sind, gilt:
1
[bo, .-y by, bus1] = [boy .-, bp + 2 ]
n+1
Setzen wir ), := b, + ﬁ, so erhalten wir
1 /
[bU) s 7bn—17 bn + _] = [b07 R bn—lu n} :

bn+1
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Wenn wir nun mit dem Algorithmus den Nédherungsbruch g—fl von [bg, ..., b ] berechnen, so
erhalten wir P, =0/ P,y + P,_», also
bn—l—lann—l + Pn—l + bn—i-an—Q

1
P;L:(bn—i__)Pn—l'}_Pn—Q: - )
bn+1 bn+1

und entsprechend

anrlannfl + anl + bn+1@n72

Qn =
bn+l
Somit haben wir:
[b b /] _ i’r{L o bn+1bnpn71 + Pnfl + bn+1pn72
0y---9Un—-1,VUp Q;L anrlannfl + anl + anrlanQ
Da nun
1
[b()) oo 7bn—1> ;1] - [b07 ceey bn—17 bn + b_] - [b()) sy bn—17 bn> bn+1]
n+1
miissen wir nur noch zeigen, dass die Gleichung S—’,Il = g;’—i gilt. Dazu schreiben wir P, und

(n11 etwas um: Mit dem Algorithmus erhalten wir P, = b, 1P, + P,,_1, und wenn wir P,
durch b, P,,_1 + P,_o ersetzen, erhalten wir

Pn+1 - bn-i—l(bnpn—l + Pn—2) + Pn—l - bn+1ann—1 + Pn—l + bn+1Pn—2 3

und entsprechend
Qn+l = bn+lann—l + Qn—l + bn+lQn—2 .

P_’rll — bn+lann71+Pn71+bn+an72 _ Pn+l

Somit ist O = B On O, b 10n s — Ot und der Algorithmus ist korrekt. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Proposition 8.1 erhalten wir, dass wenn [b, . . ., b,] der endliche
Kettenbruch von ¢ € @ ist, immer % = ¢ gilt.

Das folgende Lemma ist wichtig, um multiplikativ Inverse in speziellen Ringen, sogenannten
euklidischen Ringen, zu berechnen.

LEMMA 8.2. Sind % (fiir n € IN) die zum Kettenbruch [by, by, b, . . .| gehorenden Naherungs-
briiche, so gilt tiir allen > —1:

PnQn—l - Pn—lQn - (_1)n—1
Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir Induktion iiber n.
Firn=—-1ist P, = Q,-1 =1und P,_; = Q,, = 0, also

PnQn—l - Pn—lQn - (_1)71—1'
Gilt P,Q,—1 — P,1Q, = (—1)" ! fiireinn > —1, so ist

Pn+1Qn - PnQnJrl = (bn+1Pn + Pn71>Qn - Pn(bn+1Qn + anl) =
Pn—lQn - Pn@n—l = _(_1)n71 = (_1)n7

womit die Behauptung bewiesen ist. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Lemma 8.2 erhalten wir, dass die Ndherungsbriiche % immer

gekiirzt sind. Denn wire ggT(P,,Q,) = d > 1, so hitten wir d | (¢P, — pQ,) (fir alle
p,q € Z), und somit |¢P, — pQ,| # 1.
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EINDEUTIGKEIT DER PRIMFAKTORZERLEGUNG

Als Anwendung des vVEA zeigen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen n > 2. Dazu beweisen wir zuerst folgendes Hilfsresultat:

LEMMA 8.3. Seien a,b,c € N positive Zahlen mit a | bc und ggT(a,b) = 1. Dann gilt a | c.

Beweis. Sei [b, . . ., b,] der Kettenbruch von {.Istn = 0,soistb = lund a | c.Istn > 1,so/ist,
weil ggT(a,b) =1, P, = aund Q,, = b, undmltLemma 82¢gilta-Q, 1—b-P,; = (—1)""L
Somit existieren k,[ € Z mit |k| = Q,_; und |[| = P,_; sodass gilt ak + bl = 1. Weil a | bc

existiert ein s € IN mit as = be. Nun ist

c=c-1=c-(ak+0bl)=ack+bcl =ack+asl=a-(ck+sl)=a-t
—:t

und wir erhalten a | c. 4
Eine Zahl p € IN, p > 1, ist eine Primzahl, wenn aus n | p folgt n = 1 oder n = p. Mit
Induktion iiber m € IN ldsst sich einfach zeigen, dass sich jede Zahl m € IN mit m > 1 als

Produkt von Primzahlen schreiben lédsst. Der folgende Satz besagt, dass dieses Produkt (bis auf
die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig ist.

THEOREM 8.4. Fiir positive Zahlen n,m € IN seien
a:Hpi und b= qu

i€En jEM
wobei die p; und q; Primzahlen sind. Ist a = b, so ist n = m und es existiert eine Bijektion
T :m — m mit p; = g fiir alle 1 € n.
Beweis. Beweis mit Induktion nach n: Ist n = 1, so ist a = py und b = qg und aus a = b folgt
Po = qo- Sei n > 1 und sei der Satz bewiesen fiir n — 1. Firn > 1 gilt py | a und aus @ = b
folgt somit py | b also

pol qo- H qj+1-

jeEmM—1
Gilt pg | qo, so erhalten wir, weil py und ¢o prim sind, py = ¢ und wir kénnen die Induktions-
voraussetzung anwenden auf
H Piv1 = H qj+1-

i€n—1 jeEM—1
Gilt po 1 qo, so erhalten wir mit Lemma 8.3

pol @ H q;-
JjeEM\2

Gilt po | q1, so ist pg = ¢1, andernfalls wenden wir wieder Lemma 8.3 an. So fortgefahren,
finden wir schliesslich ein j, € m fiir das gilt py = ¢;, und wir konnen die Induktionsvoraus-

setzung anwenden auf
H Pit1 = H q;-
ien—1 jem\{jo}

Als Folgerung aus Theorem 8.4 erhalten wir nun leicht

KOROLLAR 8.5. Jede natiirliche Zahl n > 2 ldsst sich, bis auf Vertauschung der Faktoren,
eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.



54

BEMERKUNGEN ZU UNENDLICHEN KETTENBRUCHEN®

Bis jetzt haben wir noch nicht gezeigt, dass die Niherungsbriiche des unendlichen Ketten-
bruchs einer irrationalen Zahl ¢ tatsdchlich gegen die Zahl £ konvergieren. Das hohlen wir nun
nach.

THEOREM 8.6. Sei & eine irrationale Zahl, sei [by, by, bs, . . .| der unendliche Kettenbruch von &
und seien 5—2 (fiirn € IN) die zum Kettenbruch gehérenden Niherungsbriiche. Dann gilt:

li B _

nee Q,

Beweis. Aus der Konstruktion des Kettenbruchs von ¢ folgt fiir &, := %:

& = [bo, &1] = [bo, b1, &) = [bo, b1, b2, &3] = ... = [bo, b1,y .o by Enit] = - -
und ebenso gilt fiir 1 < m < n:

gm = [bm7 B ubna §n+1]
Mit Proposition 8.1 erhalten wir
o Pngn-i-l + Pn—l

5 N Qngn-i-l + Qn—l

woraus mit Lemma 8.2 folgt:
. & _ Pn—lQn - PnQn—l _ (_1)n
Qn Qn(Qn§n+1 + Qn—l) Qn(Qngn—l-l + Qn—l)
Fiir alle n € IN gilt nach Konstruktion ¢),, > nund &,; > 1, und somit erhalten wir

1<1
@t

by
‘T a.

womit die Behauptung bewiesen ist. 4

Als Anwendung der Intervallschachtelung (Theorem 4.3) zeigen wir, dass die Ndherungsbrii-
che von Kettenbriichen immer konvergieren. Fiir endliche Kettenbriiche ist das klar, und somit
geniigt es, nur unendliche Kettenbriiche zu betrachten.

PROPOSITION 8.7. Ist [bg, b1, ..., by, ...] ein unendlicher Kettenbruch und sind % die unend-

lich vielen Niherungsbriiche dieses Kettenbruchs, so existiert genau eine reelle nZahl Ee R

mit p
§= o

Beweis. Fiir n € N definieren wir
I - |:P2n P2n+11
" Q2n’ Q2n+1

und zeigen, dass die Folge (I,,) eine Intervallschachtelung ist. Dafiir miissen wir folgendes
zeigen:

P, B, ) . .
(a) o 2l (d.h. die Invervalle sind nicht leer)
QQn Q2n+1
Pop Py Pay, Py,
(b) =& < 2042 ypq 2ol et (d.h. I, D I1)

Q2n Q2n+2 Q2n+1 Q2n+3

*gehort nicht zum Vorlesungsstoff
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. P2n+1 PQn)
¢) lim — =0
( ) n—00 (Q2n+1 QQn

Nach Definition sind by, by, . . . ganze Zahlen und héchstens mit Ausnahme von b, sind alle
b; positiv. Weiter gilt mit Proposition 8.1: Qg = 1, )1 = by, und fiirn > 2 gilt Q,, = b,Q,,—1 +
Qn_2. Weil b, fiir n > 1 positiv ist und )y = 1, erhalten wir Q),, 12 = b, 12Q 11 + Q, > n fiir
alle n € N, insbesondere ist (), — ),,—1 > 1. Mit Lemma 8.2 wissen wir auch, dass fiir alle

n>1 gllt PnQn—l — Pn—lQn = (_1)71,—1'

(a) Es gilt
Pay, < Pony1

QQn QQn—‘,—l
und mit Pay,11Q2n — PonQoni1 = (—1)%" = 1 folgt (a).
(b) Weiter gilt

= Py1Q2n — Pon@any1 >0

P2n < P2n+2
QQn Q2n+2

und weil Py, 9 = bop 9 Poni1 + Popund Qop o = by 0Qanyi1 + Qo erhalten wir
P2n+2@2n - P2nQ2n+2 = b2n+2 (P2n+1Q2n - P2nQ2n+1) = b2n+2(_1>2n =1

Analog zeigen wir 52” L> Si"* 2 woraus (b) folgt.

(c) Mit Lemma 8.2 erhalten wir folgende Abschitzung:
’ n 1 _ 1 < Qn - Qn—l _ 1 . L
Qn Qn 1 QnQn—l - QnQn—l Qn—l Qn

Fiirn > 2 und k£ > 1 erhalten wie hieraus:

k—1
Pn+l<: Pn

BEANES (Pn+l+1 B Pn+l>
Qn-‘,—l

Qn-l—k Qn Qn+l+1

= P0Q2n — PopnQanya >0

k-1
Pty Po

Qniiv1 Qny

=0

1 < 1 1 ) 1 1 11
< - - <=
=0 Qn—i—l Qn+l+1 Qn Qn—i—k Qn n

. P2n+1 -P2n o
lim — =0
n—oo \ Qont1 Qo

womit auch (c) gezeigt ist. 4

Daraus schliessen wir

Interessant sind auch die unendlichen Kettenbriiche von Wurzeln natirlicher Zahlen n € IN
mit /n ¢ Q. Diese Kettenbriiche sind immer von der Form

\/ﬁ = [b()a b17 ce kaa 2b0]
wobei k € N und by = [/n] und fiir alle ¢ mit 1 < i < k gilt b; = by_;.
Ist v/n ¢ Q, so bilden Zihler und Nenner gewisser Niherungsbriichen von /n alle ganzzah-
ligen Losungen von sogenannten Pell’schen Gleichungen der Form

2 —n-yt=1.

Zum Beispiel ist /19 = [4,2,1,3,1,2,8|,d.h. k = 5, und % = 2 mit 170 —19-39% = 1,
was die kleinste positive Losung von 22 — 19 - 2 = 1 ist. Die nichst grossere Losung erhalten

wir mit dem (2k + 1)-ten Nédherungsbruch: 522’;“ = 57738 und es gilt 57799 —19-13260% = 1.



