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0. TERME, FORMELN UND FORMALE BEWEISE

In diesem Kapitel wird die Syntax (auch Sprache genannt) der Logik erster Stufe definiert.
Insbesondere werden wir definieren, was Terme und Formeln sind. Dafiir brauchen wir zuerst
ein sogenanntes Alphabet, d.h. ein Vorrat an Zeichen und Symbolen, aus dem wir Terme und
Formeln bilden konnen.

DAS ALPHABET

Das Alphabet der Logik erster Stufe besteht aus folgenden Zeichen und Symbolen:

(a) Variablen: Zum Beispiel x, y, vy, vy, ..., von denen wir einen unendlichen Vorrat ha-
ben. Variablen stehen fiir Objekte, die wir untersuchen. Diese Objekte konnen zum Bei-
spiel natiirliche Zahlen sein (in der Zahlentheorie), oder auch Mengen (in der Mengen-
lehre), oder Vektoren (in der linearen Algebra), etc.

(b) Logische Operatoren: — (nicht), A (und), V (oder), — (impliziert).

(c) Logische Quantoren: 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor), nach einem logischen
Quantor steht immer eine Variable.

(d) Gleichheitsrelation =: Das Zeichen “=" steht fiir eine spezielle binidre Relation, nim-
lich fiir die Gleichheitsrelation.

(e) Konstantensymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Konstanten (in
einer Theorie) zu bezeichnen. Konstantensymbole sind zum Beispiel 0 (in der Zahlen-
theorie), () (in der Mengenlehre), etc.

(f) Funktionssymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Funktionen (in ei-
ner Theorie) zu bezeichnen. Funktionssymbole sind zum Beispiel 4 (in der Zahlentheo-
rie), sin (in der Analysis), etc. Zu jedem Funktionssymbol gehort eine Stelligkeit. Zum
Beispiel ist + ein 2-stelliges Funktionssymbol und sin ist ein 1-stelliges Funktionssym-
bol.

(g) Relationssymbole: Diese Symbole werden verwendet um spezielle Relationen (in einer
Theorie) zu bezeichnen. Relationssymbole sind zum Beispiel < (in der Zahlentheorie),
€ (in der Mengenlehre), etc. Zu jedem Relationssymbol gehort eine Stelligkeit. Zum
Beispiel sind < und € beides 2-stellige Relationssymbole.

Die Symbole (a)—(d) sind die logischen Symbole, diese Symbole haben wir immer. Die Sym-
bole (e)—(g) sind die nicht-logischen Symbole, welche und wieviele dieser Symbole wir haben,
hingt von der Theorie ab, die wir untersuchen. Die nicht-logischen Symbole einer Theorie bil-
den die Signatur (oder Sprache) der Theorie, diese wird mit .¢ oder .4 (fiir eine Theorie T)
bezeichnet. Zum Beispiel ist Z%rc = {€} die Signatur der Mengenlehre ZFC.

TERME

Mit den Zeichen des Alphabets konnen wir nun spezielle Zeichenketten oder Worter bilden.
In der Sprache der Logik erster Stufe heissen diese Zeichenketten Terme. Im Folgenden sei .
eine beliebige Signatur.

Eine Zeichenkette ist ein .Z-Term, oder einfach ein Term, falls die Zeichenkette durch end-
lich viele Anwendungen der folgenden Regeln entstanden ist.

(TO) Jede Variable ist ein .Z-Term.

(T1) Jedes Konstantensymbol in .Z ist ein .Z’-Term.
1



(T2) Sind 14, . .., 7, bereits konstruierte .Z’-Terme und ist F’ ein n-stelliges Funktionssymbol
in %, dann ist F'r - - - 7,, ein .Z-Term.

Um die Regel (T2) zu definieren, haben wir Variablen fiir Terme gebraucht. Da nun Variablen
aus unserem Alphabet selber Terme sind, haben wir neue Variablen 7;, die nicht zu unserem
Alphabet gehoren, eingefiihrt.

FORMELN

Mit Termen (bzw. mit den Wortern) und weitern Zeichen aus unserem Alphabet, konnen wir
nun wieder spezielle Zeichenketten oder Sitze bilden. In der Sprache der Logik erster Stufe
heissen diese Zeichenketten Formeln. Im Folgenden sei . eine beliebige Signatur.

Eine Zeichenkette ist eine .Z-Formel, oder einfach eine Formel, falls die Zeichenkette durch
endlich viele Anwendungen der folgenden Regeln entstanden ist.

(FO) Sind 7, und 75 .£-Terme, dann ist = 7,75 eine .Z-Formel.

(F1) Sind 74, ..., 7, bereits konstruierte .#’-Terme und ist R ein n-stelliges Relationssymbol
in £, dann ist Rty - - - 7, eine .Z-Formel.

(F2) Ist ¢ eine bereits konstruierte .#’-Formel, dann ist —¢ eine .Z’-Formel.

(F3) Sind ¢ und 1 bereits konstruierte .Z-Formeln, dann sind Ag), Vb, und — @) eben-
falls .Z-Formeln.

(F4) Ist ¢ eine bereits konstruierte .Z’-Formel und v eine beliebige Variable, dann sind Jvp
und Vv ebenfalls .Z-Formeln.

Um Formeln einfach lesbar zu machen verwenden wir iiblicherweise die Infix-Notation mit
Klammern anstelle der polnischen Notation. Zum Beispiel schreiben wir ¢ A ¢ anstelle von
A, (¢ — 1) — p anstelle von —— 1), etc.

Weiter schreiben wir fiir bindre Relationssymbole /2 und binédre Funktionssymbole /' meist
xRy und zF'y anstelle von Rzy bzw. Fxy. Zum Beispiel schreiben wir x = y anstelle von
= xy, und x + y anstelle von +xy.

Ist eine Formel ¢ von der Form dv1) oder Vv (fiir eine Variable v und eine Formel 1)) und
die Variable v kommt in v vor, dann sagen wir, dass die Variable v im Bereich eines logischen
Quantors ist; die Variable wird dann durch den Quantor gebunden. Ist eine Variable v in einer
Formel v an einer gewissen Stelle nicht im Bereich eines Quantors (d.h. die Variable ist nicht
gebunden), so kommt die Variable v an der entsprechenden Stelle frei vor in ). Die Menge
der Variablen, welche in einer Formel ¢ frei vorkommen, wird mit frei(1)) bezeichnet. Da eine
Variable in einer Formel ¢/ an mehreren Stellen vorkommen kann, kann eine Variable sowohl
frei wie auch gebunden in ¥ vorkommen. Zum Beispiel kommt die Variable x in der Formel
Jz(z = 2) AVa(z = y) sowohl frei wie auch gebunden vor. Durch Umbenennen der Variablen
lasst sich aber erreichen, dass jede Variable in einer Formel entweder nur gebunden oder nur
frei vorkommt.

Eine Formel ¢ ist ein Satz, falls ¢ keine freien Variablen enthélt (d.h. frei(¢) = (). Zum
Beispiel ist V2Vy(z = y) ein Satz, aber Va(z = y) ist nur eine Formel.

Manchmal ist es niitzlich die freien Variablen in einer Formel explizit aufzulisten; wir schrei-
ben ¢(x1, ..., x,) um anzuzeigen, dass die Variablen z, . .., x,, frei in ¢ vorkommen.

Ist ¢ eine Formel, v eine Variable und 7 ein Term, dann ist ¢(v/7) diejenige Formel, die
wir erhalten, wenn wir an jeder Stelle, an der die Variable v in ¢ frei vorkommt, die Variable
v ersetzen durch den Term 7. Dieser Prozess, bei dem wir aus ¢ die Formel ¢(v/7) erhalten,
heisst Substitution. Eine Substitution ¢(v/7) ist nur dann zulissig, wenn keine Variable im
Term 7 durch Quantoren von ¢ gebunden werden. Gilt zum Beispiel = ¢ frei(y), dann ist die
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Substitution ¢(z/7) zuldssig fiir jeden Term 7. In diesem Fall ist die Formel ¢ identisch mit

o(x/T), was wir durch ¢ = ¢(x/7) ausdriicken — das Gleichheitszeichen “=" macht zwischen
Formeln keinen Sinn.

DIE LOGISCHEN AXIOME

Bei der Definition von Formeln haben wir zwar Zeichen wie zum Beispiel “=" oder “A”
gebraucht, wir haben aber nicht festgelegt, was diese Zeichen spiter, wenn wir Formeln inter-
pretieren werden, bedeuten sollen. Zum Beispiel mochten wir, dass die Formel x = x “wahr”
ist. Da es aber auf der syntaktischen Ebene keinen Wahrheitsbegriff gibt, konnen wir x = =z
nicht einfach als “wahr” definieren. Wir konnen aber gewisse Formeltypen (oder Formelsche-
mata), wie zum Beispiel x = x, auszeichnen. Die folgenden logischen Axiome, eigentlich
Axiomenschemata, sind solche ausgezeichneten Formeltypen, welche den Gebrauch der logi-
schen Operatoren und Quantoren sowie der Gleichheitsrelation regeln.

Sei .Z eine Signatur und seien ¢, ¢, P, @3, und ¢ beliebige .Z-Formeln:

Lo oV =

Li: o = (¥ = @)

Lot (¥ = (1 = 92)) = (¢ = 1) = (¥ = ¢2))
La: (9 AY) — o

La: (@A) =4

Ls: 0 = (¥ — (Y A )

Le: 0 — (o V)

Ly = (@ V)

Ls: (01 — 3) = ((02 = @3) = ({01 V v2) = ©3))
Lo: = = (p = )

Sei 7 ein .Z-Term, v eine Variable, und sei die Substitution p(v/7) zuléssig:

Lio: Yro(v) — ¢(1)
Li1: o(7) = Jvp(v)

Sei 1) eine Formel und sei v eine Variable mit v ¢ frei(1)):

Lio: V(¢ — (V) = (¥ = Yvp(v)),
Lig: Vo (o(v) = ) = (Brp(v) = ).

Seien 7, 7y,..., Ty, T4,..., T, L-Terme, sei R € Z ein n-stelliges Relationssymbol und sei
F € Z ein n-stelliges Funktionssymbol:

L14: T=T
Liss (m=7m A AT, =7,) = (R(T1,...,7) = R(1{,...,7}))
Lie: (m=m A ATp=1) = (F(11,...,7) = F(7{,...,7))
Die logischen Axiome Ly—Lg sind die Axiome der Aussagenlogik, welche den Gebrauch der
logischen Operatoren regeln, die logischen Axiome L;o—L;3 regeln den Gebrauch der logischen

Quantoren, und die logischen Axiome L;,—L¢ regeln den Gebrauch der Gleichheitsrelation.

LOGISCHE AQUIVALENZ

Die Formel ¢ <> 1 ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir (¢ — ¥) A (¥ — @), d.h. jede
Formel, in welcher der binire logische Operator <+ vorkommt, kann ersetzt werden durch ei-
ne Formel, in welcher <+ nicht mehr vorkommt. Wir sagen nun, dass zwei Formeln ¢ und 1
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logisch dquivalent sind, in Zeichen ¢ < 1), falls gilt:
Fo<p bzw. E(p—=Y) A (Y =)
Mit Ls und (MP) gilt ¢ < 1) genau dann wenn
Fo—1vY und FY—p.

Der Beweis des folgenden Satzes benutzt “Metainduktion” iiber den Formelaufbau und ist
relativ aufwendig.

SATZ UBER LOGISCHE AQUIVALENZ. Sei ¢ eine Formel und sei « eine Teilformel von .
Weiter sei 1) eine Formel, die aus ¢ dadurch entstanden ist, dass in ¢ ein- oder mehrmals «
durch eine Formel 3 ersetzt wurde. Dann gilt:

Ist o < [, soistauch ¢ < 1.

NICHT-LOGISCHEN AXIOME

Wenn wir eine konkrete Theorie haben, wie zum Beispiel die Zahlentheorie, so kommen zu
den logischen Axiomen sogenannte nicht-logische Axiome hinzu, welche den Gebrauch (bzw.
die Bedeutung) der nicht-logischen Symbole dieser Theorie regeln. Die nicht-logischen Axiome
einer Theorie sind ausgezeichnete Formeln (meistens Sétze) welche wir meist mit @ (bzw. T)
bezeichnen.

FORMALE BEWEISE

Um aus gegebenen Formeln Schliisse zu ziehen oder Aussagen iiber bestimmte Terme zu
machen, brauchen wir sowohl Schlussregeln wie auch einen Algorithmus, der uns sagt, auf
welche Formeln wir die Schlussregeln anwenden kdnnen.

Wir brauchen nur zwei Schlussregeln, nimlich

— Y, .
Modus Ponens (MP): w und Verallgemeinerung (V): 2 .
(8 Vg
Im ersten Fall sagen wir, dass die Formel v aus den Formeln ¢ — 1 und ¢ durch Modus
Ponens, abgekiirzt (MP), entstanden ist, und im zweiten Fall sagen wir, dass die Formel Vv
(wobei v fiir irgend eine Variable steht) aus der Formel ¢ durch Verallgemeinerung, abgekiirzt

(V) entstanden ist.

Mit den zwei Schlussregeln (MP) und (V) konnen wir nun formale Beweise definieren: Sei .
eine Signatur (d.h. eine moglicherweise leere Menge von nicht-logischen Symbolen) und sei @
eine (moglicherweise leere) Menge von .Z-Formeln. Eine .Z’-Formel ¢ ist beweisbar aus @
(oder beweisbar in @), bezeichnet mit @ F 1), falls es eine endliche Sequenz ¢y, ..., ¢, von
Z-Formeln gibt, sodass ¢,, = 1 (d.h. die Formeln ¢,, und ¢ sind identisch), und fiir alle 7 mit
¢ < n sind wir in mindestens einem der folgenden Fille:

; 1st eine Instanziierung eines logischen Axioms

; ist eine Formel aus ®

es gibt j, k < isodass p; = ¢ — ¢;

es gibt ein j < 7 und eine Variable v, sodass ¢; = Vv ¢,



Die Sequenz ¢y, . . ., ¢, ist dann ein formaler Beweis von ) aus @.

Im Fall, wenn @ die leere Menge ist, schreiben wir einfach - . Ist eine Formel v nicht
aus @ beweisbar (d.h. es gibt keinen formalen Beweis von ¢ aus @), so schreiben wir @ ¥ 1.

Formale Beweise, auch fiir sehr einfache Formeln, konnen recht lang und knifflig sein. Als
Beispiel fiir einen formalen Beweis zeigen wir:

Fo—p

vo: (@ — E w—=0)—=9) = (= (e—=9) = (p—=p) Instanziierung von L,

w1 0= ((o—=9) = @) Instanziierung von L,
w2 (o= (=) = (=) aus ¢g und 1 mit (MP)
p3: o= (p—p) Instanziierung von L,
Par PP aus @9 und 3 mit (MP)

Das folgende Theorem ist sehr niitzlich um formale Beweise zu vereinfachen.

DEDUKTIONSTHEOREM (DT). Ist @ eine Menge von Formeln mit ® + i) ¢, wobei im
formalen Beweis von ¢ aus @+ die Verallgemeinerung nicht auf Variablen angewandt wurde,
welche frei in 1 vorkommen, so gilt ® F ) — ¢; und umgekehrt, gilt ® - 1) — ¢, dann gilt
auch ® + Y + .

Beweis. Mit (MP) folgt aus @ - i) — ¢ direkt @ + v - . Fiir die andere Richtung nehmen
wir an, dass @ + ¢ I ¢ gilt. Sei nun die Sequenz ¢y, . . ., p,, mit p,, = ¢ ein formaler Beweis
von ¢ aus @ + . Fiir jedes ¢ < n ersetzen wir nun (p; durch eine Sequenz von Formeln, welche
mit ¢ — ¢; endet. Dazu sei ¢ < n und wir nehmen an, dass @ - ) — ; gilt fiir alle j < 1.

e Ist ; ein logisches Axiom oder p; € @, dann haben wir:

©i,0° Pi p; € @ oder y; ist ein logisches Axiom
wi1:  pi = (Y — ;) Instanziierung von L,
i UV — p; aus ¢; 1 und ¢; o mit (MP)

e Der Fall ; = 1 folgt direkt aus - ; — ;, was im obigen Beispiel gezeigt wurde.

e Falls ¢; aus ¢, und ¢, = (¢; — ;) durch Modus Ponens erhalten wurde, wobei
7,k < 1, dann haben wir:

vior Y= weil j < i

pirr Y= (9 = @) weil k < i

Viat i1 = (Y = @) = (¥ = @) Instanziierung von L,
©i3: (w — (p]) — (’(ﬁ — QOZ) aus ;o und ©i 1 mit (MP)
Cig: Y — @ aus ;.3 und ¢; o mit (MP)

e Falls ¢; aus ¢; durch Verallgemeinerung erhalten wurde, wobei j < 4, d.h. ¢; = Vvp;
fiir eine Variable v, dann gilt, dass die Variable v in 1) nicht frei vorkommt. Die Behaup-

. tung folgt dann aus: )
Somit haben wir gezeigt, dass ® - ¢ — ¢ gilt. 4



©i0: Y= @ weil j <1

wii: V(= @) aus (; o durch (V)

Vio: V(= ;) = (Y = @) Instanziierung von Ly,
i3 UV — p; aus ©; 2 und ; ; mit (MP)

Als Anwendung des DEDUKTIONSTHEOREMS zeigen wir, dass die Gleichheitsrelation “="
eine Aquivalenzrelation ist: Eine binire Relation R ist eine Aquivalenzrelation falls R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

reflexiv: Vz(zRx)
symmetrisch: VzVy(zRy — yRx)
transitiv: VaVyVz((zRy A yRz) — xRz2)

(X3 2 (13 2

Wir zeigen nun, dass die bindre Relation “=" reflexiv und symmetrisch ist; dass “=" auch
transitiv ist wird in Aufgabe 2 gezeigt.

“=""ist reflexiv:
©Vo: =2z Instanziierung von Ly
v1: Va(r =x) aus o mit (V)
“="" ist symmetrisch:
Wir zeigen zuerst {x = y} - y = z, dh. ® - y = x fir ® die Menge mit der einzigen
Formel x = y.

v (r=yAzx=zx)—=(r=x—y=u1) Instanziierung von Lys
V- =2z Instanziierung von L4
P! rT=1y r=y€ D

vy rT=z—>(r=y— (r=yAz=1)) Instanziierung von L
v r=y—(r=yAzr=u1) aus 3 und ¢ mit (MP)
V5! r=yNr =21 aus ¢4 und o mit (MP)
Pe: T=x—=Yy=z aus g und 5 mit (MP)
o7 y==x aus g und ; mit (MP)

Somit haben wir {z = y} F y = x. Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM erhalten wir also
Fr=y—y==x
und durch Verallgemeinerung erhalten wir schliesslich:

FVaVy(r =y — y =)



1. AXIOMENSYSTEME UND SEMI-FORMALE BEWEISE

In diesem Kapitel werden die Axiome einiger Theorien aufgelistet und es wird der Begriff eines
semi-formalen Beweises eingefiihrt.

AXIOMENSYSTEME

Gruppentheorie GT. Die Signatur der Gruppentheorie ist %5t = {e, © }, wobei e ein Kon-
stantensymbol und o ein 2-stelliges Funktionssymbol ist.

Die Axiome der Gruppentheorie sind:

GTo: VaVyVz(zo(yoz) = (zoy)ez) (o ist assoziativ)
GTy: Vz(eox = 1) (e ist links-neutral)
GT,: Vady(yox =e) (jedes Element hat ein links-Inverses)

Strenggenommen sind die Erlduterungen in den Klammern nicht korrekt: Zum Beispiel kann
das Funktionssymbol o als Symbol nicht assoziativ sein. Erst, wenn das Funktionssymbol ° in
einem Modell M als 2-stellige Funktion °™ : A x A — A interpretiert wird, kann die Funktion
oM assoziativ sein, und das ist, was mit GT, gemeint ist.

Es sei nochmals erwéhnt, dass es auf der syntaktischen (oder formalen) Ebene, auf der wir
uns befinden, weder Konstanten, noch Funktionen oder Relationen gibt, sondern nur verschie-
dene, bedeutungslose Typen von Symbolen. Es gibt auch kein wahr und falsch, sondern nur
syntaktisch korrekt geformte Terme und Formeln. Erst auf der semantischen Ebene, die im
nichsten Kapitel behandelt wird, werden den Termen Objekte zugeordent, den Funktionssym-
bolen Funktionen, und den Relationssymbolen Relationen.

Ringtheorie RT. Die Signatur der Ringtheorie (fiir Ringe mit 1) ist Zzr = {0, 1, +, - }, wobei
0 und 1 Konstantensymbole sind und +, - zwei 2-stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Ringtheorie (fiir Ringe mit 1) sind:

RTo: VaVyVz(z + (y+2) = (z +y) + 2) (+ ist assoziativ)

RTy: VaVy(z+y=y+ ) (+ ist kommutativ)

RT.: Va(0 42 = 2) (0 ist links-neutral bzgl. +)
RTs: Vady(y+ 2z =0) (links-Inverse bzgl. +)
RTy: VaVyVz(z - (y-z) = (x-y) - 2) (- ist assoziativ)

RTs: Vz(l-z=x Azx-1=ux) (1 ist neutral bzgl. -)

RTe: VaVyVz(z-(y+2z)=(z-y)+ (z-2z)) (- ist links-distributiv iiber +)
RT;: VaVyVe((z+y) 2= (z-2)+ (y-2)) (- istrechts-distributiv iiber +)
Lasst man RTs weg, so erhélt man auf der semantischen Ebene Ringe ohne 1, und verlangt

man zusitzlich RTg: VaVy(z-y = y-x), so erhilt man auf der semantischen Ebene kommutative
Ringe (mit bzw. ohne 1).

Da die Operation + mit RT; kommutativ ist, ist O auch rechts-neutral (also neutral) bzgl. + und

jedes Element hat bzgl. + ein rechts-Inverses (also ein Inverses).
7
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Korpertheorie KT. Die Signatur der Korpertheorie ist % = {0,1,+, - }, wobei 0 und 1
Konstantensymbole sind und +, - zwei 2-stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Korpertheorie sind:

KTo: VaVyVz(z + (y+2) = (z +y) + 2) (+ ist assoziativ)

KTy: VaVy(z +y=y+ ) (+ ist kommutativ)

KTo: V(0 + 2 = x) (0 ist link-neutral bzgl. +)

KTs: VaIy(y + 2z = 0) (links-Inverse bzgl. +)

KTy VaVyVz(z - (y-2) = (x-y) - 2) (- ist assoziativ)

KTs: VaVy(z-y=1y-x) (- ist kommutativ)

KTe: Va(l-z=ux) (1 ist link-neutral bzgl. -)

KT;: Vady(zr #0 —y-x=1) (links-Inverse bzgl. - fiir x # 0)
KTe: VaVyVz(z-(y+2) = (z-y)+ (x-2)) (- ist links-distributiv iiber +)
KTg: 0#1 (0 ist verschieden von 1)

Da die Operationen + und - mit KTy bzw. KTs kommutativ sind, sind links-neutrale Elemente
auch rechts-neutral (also neutral), links-Inverse auch rechts-Inverse (also Inverse), und - ist
auch rechts-distributiv iiber +.

Dichte Lineare Ordnungen DLO. Die Signatur der Theorie der dichten linearen Ordnungen
ist Zpo = {<}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Die Axiome der Theorie der dichten linearen Ordnungen sind:

DLOy: Vz—(z < ) (< ist nicht reflexiv)

DLOy: VaVyVz((z <yAy<z) = x<z)  (<isttransitiv)

DLO,: VaVy (x <yVez=yVy< x) (< definiert eine lineare Ordnung)

DLOs: VaVy3z(z <y — (x <zAz<y)) (< definiert eine dichte Ordnung)

DLO,: Vxdydz (y <zANhzx< z) (keine grossten bzw. kleinsten Elemente)
Peano-Arithmetik PA. Die Signatur der Peano-Arithmetik ist %p = {0, s, +, - }, wobei das

Symbol 0 ein Konstantensymbol ist, s ein 1-stelliges Funktionssymbol ist, und +, - zwei 2-
stellige Funktionssymbole sind.

Die Axiome der Peano-Arithmetik sind:

PAy;: —dz(sx = 0) (0 ist kein Nachfolger)
PA;: VaVy(sx =sy — x=y) (s ist injektiv)

PA;: Vz(x + 0 =x) (definiert = + 0)

PA;: VaVy(zx + sy = s(z+y)) (definiert z + sy)

PAy: Vz(x-0=0) (definiert x - 0)

PAs: VaVy(x-sy=(x-y)+x) (definiert z - sy)

Sei ¢ eine £pp-Formel und v eine Variable mit v € frei(y):
PR (12(0) A V((v) = p(s0))) — V(1)
Beachte, dass PAg (im Gegensatz zu den Axiomen PA,—PAs) nicht ein einzelnes Axiom ist,
sondern ein Axiomenschema, denn fiir jede -Zpa-Formel ¢ mit einer freien Variablen erhalten
wir eine Form von PAg. Das Axiomenschema PAg wird Induktions-Axiom genannt und wird
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fiir Induktionsbeweise benutzt. Weil PAg ein Axiomenschema ist, besteht das Axiomensystem
PA der Peano-Arithmetik aus unendlich vielen Axiomen.

SEMI-FORMALE BEWEISE

Wie schon erwihnt werden formale Beweise relativ schnell sehr lang. Das liegt daran, dass in
einem formalen Beweis nicht nur die relevanten, theorieabhiingigen Zusammenhinge vorkom-
men, welche durch die nicht-logischen Axiome gegeben sind, sondern auch alle inner-logischen
Strukturen, welche aus den logischen Axiomen folgen. Wenn wir nun in einem formalen Beweis
alle Schritte, bei denen wir mit logischen Axiomen gewisse Formeln umgeformt haben, weg-
lassen, so beruhen die ausgefiihrten Schritte im Wesentlichen nur noch auf den nicht-logischen
Axiomen. Wir nennen solche Beweise semi-formale Beweise (diese Definition ist naturgeméss
ebenfalls semi-formal).

Als Beispiel fiir einen semi-formalen Beweis zeigen wir PA - s0 + s0 = ss0 (vgl. mit
Aufgabe 4):

s0+s0 2 5(s0+0) 2 s50
—— ——

=s0+s(0) =s0

Als Beispiel fiir einen semi-formalen Induktionsbeweis zeigen wir PA ‘v’x(s s0-x = x—i—x) :
e Wir definieren: p(x) :=ss0-x =z +x

PAC ) PRo

e PAF p(0): ss0-x 0 = 040

e PA - ¢(x) — @(sx): Wir nehmen an, dass ss0 -z = x + x gilt, verwenden den
bereits bewiesenen Satz ss0 = s0 + s0, und verwenden implizit, dass + assoziativ
und kommutativ ist (sieche Aufgaben 6.(b) und 6.(d)).

PA

ssO-sz = (ss0-z)+ ss0 =
—_—— <~
=z+x =s0+s0

2

(z+50)+ (z+50) = s(z+0)+s(z+0) 2 sz+sz

e Wir haben somit PA i ¢(0) und PA + Vz(p(z) — ¢(sz)), woraus wir (mit Ls) schlies-
sen
PAE ©(0) A Vm(gp(:c) — cp(s:c)),
und mit dem Induktionsaxiom PAg erhalten wir schliesslich:

PAI—Vx(ssO-x:x+x)



2. MODELLE
SYNTAX UND SEMANTIK

Die mathematische Logik zerfillt in Syntax (Theorie der Beziehungen zwischen den Zei-
chen) und Semantik (Lehre der Bedeutung der Symbole, bzw. deren Interpretation). Im Ver-
gleich zur Musik konnte man sagen, dass die Syntax (d.h. die formale Logik) der Partitur ent-
spricht, welche Schwarz auf Weiss festhilt, welche Noten gespielt werden sollen, wihrend die
Semantik der Umsetzung einer Partitur in horbare Musik entspricht, welche sich zwar an die
Partitur halten muss, in der Interpretation der Partitur aber frei ist. Obwohl die ganze Musik
schon in der Partitur enthalten ist, so wird sie doch erst durch die Interpretation mit Leben er-
fiillt. Nehmen wir zum Beispiel als “Partitur” die Gruppenaxiome, so erhalten auch diese erst
durch das betrachten konkreter Gruppen (d.h. erst durch die Interpretation) ihre Bedeutung.
Bevor wir Terme und Formeln interpretieren und Modelle fiir axiomatische Theorien konstruie-
ren, werden im Folgenden ein paar Parallelen zwischen der syntaktischen und der semantischen
Ebene der Mathematik aufgezeigt.

Syntaktische Ebene

Terme. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (T0)—(T2) aufge-
baut werden. Zum Beispiel ist das Konstan-
tensymbol e der Gruppentheorie ein Term.

Formeln. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (FO)—(F4) auf-
gebaut werden. Formeln sind weder wahr
noch falsch; auf der syntaktischen Ebene
gibt es keinen Wahrheitsbegriff!

Logische Axiome. Das sind Formeln, ge-
nauer Formelschemata, aus denen, mit Hilfe
von Schlussregeln, weitere Formeln herge-
leitet werden konnen.

Nicht-logische Axiome. Das sind Formeln
(bzw. Formelschemata) welche nicht-
logische Symbole enthalten, aus denen, mit
Hilfe von Schlussregeln, weitere Formeln
hergeleitet werden konnen. Zum Beispiel
sind die Gruppenaxiome, welche die nicht-
logischen Symbole e und ° enthalten,
nicht-logische Axiome.

Semantische Ebene

Objekte. Terme sind Namen fiir Objekte.
Durch die Interpretation wird ein Term (Na-
me) zu dem Objekt, welches er bezeichnet.
Zum Beispiel wird das Konstantensymbol
e durch die Interpretation zum Neutralele-
ment e einer Gruppe, e ist also ein Objekt.

Aussagen. Wird eine Formel interpretiert,
so wird sie zu einer konkreten Aussage iiber
bestimmte Objekte die entweder wahr oder
falsch ist; und zwar unabhingig davon, ob
wir ihren Wahrheitswert kennen.

Tautologien. Egal wie wir ein logisches
Axiom interpretieren, die Aussage die wir
erhalten ist immer wahr, eine sogenannte
Tautologie. Die logischen Axiome sind so
gewihlt, dass aus ihnen alle Tautologien
hergeleitet werden konnen.

Axiomensystem einer Theorie. Das sind
Axiome (d.h. Grundaussagen), welche am
Anfang einer Theorie (z.B. Gruppentheorie)
stehen. Die nicht-logischen Symbole wer-
den dann in einem Modell der Theorie so in-
terpretiert, dass alle Axiome wahr werden.

In der Mathematik sind wir nur in der formalen Logik auf der syntaktischen Ebene. An-
sonsten arbeiten wir immer auf der semantischen Ebene. Selbst wenn wir zum Beispiel eine
allgemeine Gruppe untersuchen, besteht diese Gruppe in unserer Vorstellung aus Elementen,
also aus Objekten, wobei auf der Menge der Objekte eine konkrete bindre Operation (mit ge-

wissen Eigenschaften) definiert ist. Sogar wenn wir mathematische Beweise fiihren, bleiben wir
10
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auf der semantischen Ebene — wir konnen aber (wie wir spiter sehen werden) jeden richtigen
mathematischen Beweis in einen formalen Beweis der syntaktischen Ebene iibersetzen, des-
sen Korrektheit ein Computer iiberpriifen kann. Obwohl mathematische Theorien (wie z.B. die
Gruppentheorie) iiblicherweise auf nicht-logischen Axiomen beruhen, wird der Ubergang von
der syntaktischen Ebene der nicht-logischen Axiome (z.B. der Gruppenaxiome) auf die seman-
tische Ebene (z.B. der konkreten Gruppen) im Allgemeinen nicht vollzogen. In der Gruppen-
theorie mag dies noch statthaft sein, denn wir konnen Modelle von endlichen Gruppen effektiv
angeben. Wesentlich anders ist es aber bei der Mengenlehre oder der Peano-Arithmetik, denn
es gibt kein umfassendes System, in welchem ein Modell der Mengenlehre oder der Peano-
Arithmetik existiert.

STRUKTUREN, INTERPRETATIONEN, MODELLE

Sei .Z eine beliebige, aber festgelegte Signatur. Eine .Z’-Struktur M besteht aus einer nicht-
leeren Menge A, dem sogenannten Bereich von M, zusammen mit einer Abbildung, welche
jedem Konstantensymbol ¢ € Z ein Element c™ € A zuordnet, jedem n-stelligen Relati-
onssymbol R € & eine Menge von n-Tupeln RM C A" zuordnet, und jedem n-stelligen
Funktionssymbol F' € .Z eine Funktion F'™ : A" — A zuordnet.

Um auch Variablen zu interpretieren, definieren wir sogenannte Variablenbelegungen: Eine
Variablenbelegung j in einer .Z-Struktur M mit Bereich A, ist eine Abbildung, welche jeder
Variablen v ein Objekt j(v) € A zuordnet. Fiir eine Variable v, ein Objekt a € A und eine
Variablenbelegung j einer .Z’-Struktur M mit Bereich A, definieren wir zudem die Variablen-
belegung j¢ wie folgt:

car a falls v/ = v,
J;(V) =9 ..,
j(V') sonst.

Eine .Z-Interpretation I ist ein Paar (M, j) das aus einer .Z-Struktur M und einer Varia-
blenbelegung j in M besteht.
Fiir eine Interpretation I = (M, j) und ein Objekt a € A definieren wir:

I3 = (M.j})

Beziiglich einer .Z-Interpretation I = (M, j), wobei A der Bereich von M ist, ordnen wir
jedem Z-Term 7 ein Objekt I(7) € A wie folgt zu:

e Fiir Variablen v sei I(v) := j(v).
e Fiir Konstantensymbole ¢ € . sei I(c) := M.
e Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol F' € . und .Z-Terme 74, . . ., T, sei

L(Fri- ) == FMI(1), ..., I(1)) .
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Nun sind wir in der Lage, mit . -Interpretationen auch Formeln zu interpretieren. Mehr noch,
wir konnen sogar definieren, wann eine Formel ¢ beziiglich einer bestimmten Interpretation I
wahr ist, bzw. wann eine Formel ¢ in I gilt — was wir mit I |= ¢ bezeichnen.

Ist ¢ eine Formel, so ist sie aus den Regeln (FO)—(F4) entstanden, d.h. ¢ ist von der Form
T = To, R(T1,...,Tn), 20, 1 A o, Py V 1o, 101 — b9, Fv1) oder Vrip. Wir definieren nun
I = ¢ wie folgt:

IEn=n = I(71) IST DASSELBE OBJEKT WIE I(7)
IE R(my,...,7n) = (I(r1),...,X(7,)) IST EIN ELEMENT DER MENGE R™

I = NICHT I

IE i A — IEvY; UND Iy

IE Vs — I =Y, ODER I 9y

IE¢ — s — FALLS I|=1; DANN I 4y
IE=3dvy = ES EXISTIERT EIN a IN A MIT 1% =)
IEVYvy — FUR ALLE a IN A GILT 1% =1

Beachte, dass fiir jede .Z’-Interpretation I und fiir jede .Z’-Formel ¢ gilt:
entweder 1 ¢ oder 1 —p.

Mit anderen Worten, entweder ist eine Formel in einer Interpretation wahr, d.h. I |= ¢, oder die
Formel ist nicht wahr bzw. falsch, d.h. I [~ ¢, dann ist ihre Negation —¢ wahr, d.h. I = =

Sei nun .Z eine beliebige Signatur, ¢ eine .Z-Formel und M eine .Z-Struktur. Dann ist M
ein Modell von ¢, in Zeichen M |= ¢, falls fiir jede Variablenbelegung j gilt: (M, j) |= ¢. Ist
@ eine Menge von -Z-Formeln, dann ist M ein Modell von @, in Zeichen M |= @, falls fiir
jede Formel ¢ € ® gilt: M |= .

Zum Beispiel sei .Z = {c, f}, wobei c ein Konstantensymbol und f ein 1-stelliges Funktions-
symbol ist. Weiter sei @ die Menge, welche aus folgenden beiden .Z-Sitzen besteht:

Ve(zr =cVaz=f(c)) und Jz(z+#c)
N s _—

-~~~

P1 P2

Wir konstruieren nun zwei Modelle M; und M, (bzw. zwei .Z-Strukturen) mit demselben
Bereich A, so dass M; = @ und M, [~ ®@: Zuerst wihlen wir A := {0, 1} und definieren

M=o, M©0):=1, M(@1):=0,

M=o, M20):=0, M(1):=1

Es ist leicht zu zeigen, dass der Satz ¢, in beiden Modellen gilt, wohingegen ¢; nur im Mo-
dell M, gilt. Insbesonder haben wir M = 1 A o und My = =1 A .



DER KORREKTHEITSSATZ

Der Korrektheitssatz besagt, dass jeder Satz, welche aus einer Menge T von Sétzen beweisbar
ist, in jedem Modell von T wabhr ist.

KORREKTHEITSSATZ. Sei .Z eine Signatur, sei T eine Menge von .£-Sétzen, sei o ein .Z -
Satz, der aus T beweisbar ist (d.h. T+ o), und sei M ein beliebiges Modell von T (d.h. M = T).
Dann gilt M = o.

Begriindung. Sowohl die logischen Axiome als auch die Sitze aus T sind wahr in jedem Modell
M [= T, und mit den Schlussregeln erhalten wir aus wahren Formeln immer wahre Formeln.
Somit ist auch die letzte Formel o eines formalen Beweises wahr in M, d.h. es gilt M = o.
Folgerung.

e Ist o ein Satz und gilt T F o, dann gilt fiir jedes Modell M =T, M = 0.

Begriindung. Hitten wir ein Model M = T, in dem o nicht gilt, so hitten wir M = —o,
was aber dem Korrektheitssatz widerspricht.

DER GODEL’SCHE VOLLSTANDIGKEITSSATZ

Eine Menge T von Sétzen heisst konsistent (oder widerspruchsfrei), falls es keine Formel
@ gibt mit T = ¢ A —. Ist T nicht konsistent so heisst T inkonsistent. Aus Aufgabe 0.(f) folgt,
dass fiir eine inkonsistente Theorie T gilt: T - ) fiir jede Formel ).

Der Godel’sche Vollstindigkeitssatz besagt nun, dass jede konsistente Menge von Sitzen
ein Modell besitzt. Etwas allgemeiner formuliert besagt der Godel’sche Vollstandigkeitssatz
folgendes:

GODEL’SCHER VOLLSTANDIGKEITSSATZ. Sei . eine Signatur, sei T eine Menge von £ -
Sétzen, und sei o ein £-Satz mit T V¥ o (d.h. T ist konsistent). Dann existiert ein Modell

M Tmit M | —o.
Folgerungen.
e Ist T eine konsistente Menge von Sitzen, so hat T ein Modell.

Begriindung. Ist T konsistent, so existiert ein Satz o, der nicht aus T beweisbar ist, d.h.
T ¥ o, und somit existiert auch ein Model M |= T.

e Ist o ein Satz und gilt fiir jedes Modell M =T, M = o, dann gilt T - 0.
Begriindung. Hitten wir T ¥ o, so gébe es ein Model M = T mit M = —o.

e Ist o ein Satz und gilt T ¥ o und T ¥ —o, so existieren zwei Modelle M; = T und
M2 }:TmltMl }:—UundMQ }:0'.

Begriindung. Mit T ¥ o gibt es ein Modell M; = T + —o, und mit T ¥ —o gibt es ein
Modell M, =T + 0.

e Zusammen mit dem Korrektheitssatz erhalten wir schliesslich folgende Aussage:

Ein Satz o ist genau dann aus einer Menge von Sitzen T formal beweisbar,
wenn o in jedem Modell von T gilt.
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BEMERKUNGEN ZU MATHEMATISCHEN BEWEISEN

Um zu zeigen, dass ein Satz o aus einem Axiomensystem T beweisbar ist, fithren wir iib-
licherweise keine formalen Beweise, sondern benutzen den Godel’schen Vollstindigkeitssatz
und zeigen, dass in jedem Modell von T der Satz o gilt (d.h. wahr ist). Mit dem Gddel’schen
Vollstindigkeitssatz ist dann der Satz o aus dem Axiomensystem T formal beweisbar. Dieses
Vorgehen ist ein mathematischer Beweis von o aus T.

Wenn wir zum Beispiel aus den Axiomen der Gruppentheorie GT einen Satz o zeigen wollen,
so gehen wir wie folgt vor: Wir nehmen irgend ein Modell von GT, also irgend eine Gruppe
(G, e, ), und zeigen, dass der Satz o in (G, e, ) gilt, d.h. (G, e, ©) = 0.

Ist zum Beispiel 0 = VaVy (y or =e — xoY = e), so nehmen wir irgend eine Gruppe
(G, e, ) und irgend ein Element x € G, und zeigen, dass jedes links-Inverse von x auch
rechts-Inverses von z ist:

e Weil (G, e, ©) = GTa, existiert zu jedem Element in G ein links-inverses Element. Sei
nun z € G, sei T € G ein link-Inverses von z und sei 7 € (G ein links-inverses von 7.
In (G, e, ©) gilt somit

ox=e und ZTox =e.

e Weil (G, e, ©) = GTy, giltin (G, e, o) auch

Kl

xor =eo(xoZ) = (ToZ)o(rox).
e Weil (G, e, °) = GTy, giltin (G, e, o) auch
(ToZ)o(woz) =To(To(xok)) =To((Tox)ok) =ZTo(eoq).
e Weil (G, e, ©) = GTy, giltin (G, e, o) auch

o(eoF) =

]
]

or = e,

und somit gilt zoZ = e in (G, e, °).

e Weil nun die Gruppe (G, e, °) und das Element x € G beliebig waren, gilt in jeder
Gruppe (G, e, o) = GT, das jedes links-inverse eines beliebigen Elements = € G auch
rechts-inverses von x ist.

Beachte, dass wir in diesem mathematischen Beweis nur iiber die Wahrheit von Aussagen
im Modell (G, e, o) argumentiert haben. Insbesondere haben wir die Axiome der Gruppen-
theorie — und implizit die logischen Axiome — nicht dazu benutzt, logische Schliisse zu ziehen,
sondern nur um zu zeigen, dass bestimmte Aussagen in (G, e, ©) wahr sind.

Ein mathematischer Beweis benutzt also immer implizit den Godel’schen Vollstindigkeits-
satz. Es ist natiirlich auch moglich, dass ein gewisser Satz o in machen Modellen einer Theorie
T wahr und in anderen Modellen falsch ist. Seien zum Beispiel M; und My zwei Modelle von
T und sei o ein Satz fiir den gilt M; = o und My [~ o, dh. My = —o. Dann folgt aus
dem Korrektheitssatz, dass gilt: T ¥ o und T ¥ —o. Ein Satz o, der aus einer Theorie T weder
beweisbar noch widerlegbar ist, ist unabhingig von T. Fiir die Theorie GT ist zum Beispiel
o = VaVy(x oy = yox) ein solcher Satz. Beachte, ist 0 unabhingig von T, so ist sowohl T + o
wie auch T + —o konsistent; insbesondere hat sowohl T + o wie auch T 4+ —o ein Modell.



3. DIE AXIOME DER ZERMELO-FRAENKEL’SCHEN MENGENLEHRE

Die Signatur der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre ZF ist 4% = {€}, wobei € ein 2-
stelliges Relationssymbol ist. Anstelle von € yx schreiben wir y € x und sagen “y ist Element
von z”, und fiir —(y € z) schreiben wir y ¢ x.

DAS AXIOMENSYSTEM VON ZERMELO

Im Jahr 1905 begann Ernst Zermelo die Mengenlehre zu axiomatisieren und publizierte 1908
sein erstes Axiomensystem, das aus folgenden sieben Axiomen bestand:

(a) Axiom der Bestimmtheit
besagt, dass eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist

(b) Axiom der Elementarmengen
besagt, dass es gewisse Mengen gibt, wie z.B. leere Menge oder Paarmenge

(c) Axiom der Aussonderung
besagt, dass aus Mengen gewisse Teilmengen ausgesondert werden konnen

(d) Axiom der Potenzmenge
besagt, dass zu jeder Menge die Menge ihrer Teilmengen existiert

(e) Axiom der Vereinigung
besagt, dass wir Mengen von Mengen vereinigen konnen

() Axiom der Auswahl
besagt, dass cartesische Produkte nicht-leerer Mengen nicht leer sind

(g) Axiom des Unendlichen
besagt, dass es eine Menge gibt, die nicht endlich ist.

Die Axiome (a)—(e) und Axiom (g) (d.h. alle Axiome ausser dem Auswahlaxiom), sind die
Axiome 0—6 der Zermelo-Fraenkel’schen Mengenlehre, welche im folgenden Abschnitt einge-
fiihrt werden.

DIE AXIOME 0-6

0. Axiom der leeren Menge.

JaVz(z ¢ x)
Das Axiom der leeren Menge besagt, dass eine Menge existiert, welche keine Elemente besitzt.
Insbesondere existiert mindestens eine Menge, ndmlich eine leere Menge.

1. Extensionalitiitsaxiom.
VaVy(Vz(z €z 3 2z €y) >z =1y)

Das Extensionalititsaxiom besagt, dass zwei Mengen, welche dieselben Elemente besitzen,
identisch sind. Die Umkehrung dieser Implikation folgt aus dem logischen Axiom Ls.

Aus dem Axiom der leeren Menge folgt mit dem Extensionalitidtsaxiom, dass die leere Menge
eindeutig ist; diese wird mit ) bezeichnet.

Wir definieren nun das bindre Relationssymbol C fiir Teilmenge wie folgt:

yCuri<= Vz(z€y—zecux)
15
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Beachte, dass () C x fiir jede Menge z gilt. Weiter definieren wir das binire Relationssymbol C
fiir echte Teilmenge durch
yCri<—= yCaoxAy#ux.

2. Paarmengenaxiom.
Va:VyEIqu(z Eus(z=xVz= y))

Das Paarmengenaxiom besagt, dass fiir alle Mengen x und y immer eine Menge wu existiert,
welche nur die Mengen x und y als Elemente besitzt. Fiir die Menge, welche nur x und y enthiilt,
schreiben wir {z,y}. Beachte, dass aus dem Extensionalititsaxiom die Gleichheit {z,y} =
{y, x} folgt, und dass fiir z = y die Gleichheit {x,y} = {z} gilt.

Mit dem Paarmengenaxiom konnen wir nun wie folgt auch geordnete Paare definieren:

(@,y) = {{z} . {z,y}}
Es lésst sich einfach zeigen, dass gilt
(,y) = (&) = z=2dANy=1,
und somit konnen wir das bindre Funktionssymbol (-, - ) wie folgt definieren:
(z,y) =u <= Vz(z cu (z={z}Vz={z,y}))

Analog konnten wir auch geordnete Tripel, Quadrupel, etc., definieren, doch das wird einfacher,
wenn wir mehr Axiome zur Verfiigung haben.

3. Vereinigungsaxiom.
VaIuvz(z € u 4 Jw(w € x Az € w))

Das Vereinigungsaxiom besagt, dass zu jeder Menge x eine Menge u existiert, welche alle Men-
gen enthilt, welche Elemente von Elementen von z sind.
Mit dem Vereinigungsaxiom konnen wir die unire Vereinigungsfunktion | | wie folgt defi-
nieren:
Ux:uN:) Vz(z € u+r Jw(w € z Az € w))

Zum Beispiel gilt z = (J{z}. Mit Hilfe des Vereinigungsaxioms und des Paarmengenaxioms
konnen wir die binére Vereinigungsfunktion U wie folgt definieren:

rUy = Jo.}

Ebenfalls mit dem Vereinigungsaxiom und dem Paarmengenaxiom, und durch die Definition
x + 1 := 2 U{z}, konnen wir zum Beispiel folgende Mengen bilden:

0:=0
1:=0+1=0uU{0} = {0}
2:=1+1=1U{1} ={0,1}
3:=2+1=20U{2} ={0,1,2}

Allgemein konnen wir jede natiirliche Zahl n identifizieren mit der Menge {0, ..., n—1}, wobei
die leeren Menge () der Zahl 0 entspricht. Diese Konstruktion fiihrt zu folgender Definition: Eine
Menge z heisst induktiv, falls

Vyly € v — (yU{y}) € 2).



Formal definieren wir ein 1-stelliges Relationssymbol ind wie folgt:
ind(z) <= Vy(y €z — (yU{y}) € )

Einerseits ist die leere Menge () induktiv, d.h. ind(()). Andererseits kénnen wir aus den bisheri-
gen Axiomen nicht beweisen, dass es auch nicht-leere induktive Mengen gibt — dies wird aber
durch das nichste Axiom garantiert.

4. Unendlichkeitsaxiom.

EII(@ el N ind(]))
Das Unendlichkeitsaxiom besagt, dass es eine nicht-leere induktive Menge gibt, welche die
leere Menge enthilt. Jede der oben konstruierten Mengen 0, 1, 2, 3 . . . (d.h. jede natiirliche Zahl)
gehort zu jeder induktiven Menge I welche () enthiilt.

5. Aussonderungsaxiom (Axiomenschema). Fiir jede Formel ¢(z) mit der einzigen freien
Variable z, ist der folgend Satz ein Axiom:

VeIyVz(z € y < (2 € 2 A p(2)))

Das Aussonderungsaxiom besagt, dass zu jeder Formel o(z) und jeder Menge « eine Menge y
existiert, so dass y genau diejenigen Elemente z von z enthilt, fiir die p(z) gilt. Etwas infor-
meller konnen wir das Aussonderungsaxiom (bzgl. ¢) wie folgt ausdriicken: Fiir jede Menge x
und jede Formel ¢ ist
{ze€x:9(2)}

eine Menge. Beachte, dass uns das Aussonderungsaxiom nur erlaubt, aus bestehenden Men-
gen gewisse Elemente auszusondern und die “Kollektion” der ausgesonderten Elemente bildet
dann eine Menge. Wir kdnnen aber im Allgemeinen keine Kollektionen von Mengen mit einer
bestimmten Eigenschaft bilden, bzw. solche Kollektionen sind im Allgemeinen keine Mengen.
Zum Beispiel ist fiir eine Menge = und ¢(z) = 2z ¢ 2, {z € x : p(2)} eine Menge, aber die
Kollektion {z : ¢(z)} ist keine Menge.

Mit dem Aussonderungsaxiom konnen wir nun auch Durchschnitt und Differenz von Mengen
definieren: Seien xy und x; Mengen und sei ¢(z2) := z € x (x¢ ist ein Parameter von ¢). Dann
definieren wir das binédre Funktionssymbol N fiir Durchschnitt wie folgt:

roNwy =y <= y={z€x1:p(2)}

Um Formeln besser lesbar zu machen, definieren wir:
Jz € we(z) <= Jz(zcw A p(z))
Vo ewp(z) = Va(r€w— ¢(z))

Analog zum Vereinigungssymbol | J, und mit Hilfe von diesem, definieren wir mit der Formel
o(u) :=Vz € x (u € z) das undre Durchschnittssymbol [ durch

ﬂxzy:(z) yz{uGUx:gp(u)}.

Beachte, dass die Gleichheit z Ny = ({z,y} gilt. Mit ¢(2) := z ¢ y konnen wir das binire
Funktionssymbol \ fiir Mengendifferenz definieren durch

r\y=u<= u={z€x:9(2)}
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6. Potenzmengenaxiom.
VedzVy(y € z <>y C x)

Das Potenzmengenaxiom besagt, dass zu jeder Menge z eine Menge & (x) existiert, die soge-
nannte Potenzmenge von z, deren Elemente die Teilmengen von x sind. Weil mit dem Exten-
sionalitdtsaxiom die Potenzmenge von x eindeutig ist, konnen wir formal das 1-stellige Funkti-
onssymbol &7 wie folgt definieren:

Px)=z:<= Yylyez+yCx)

DEFINITIONEN UND KONSTRUKTIONEN AUS DEN AXIOMEN 0—6

Die Menge w. Als erstes definieren (bzw. konstruieren) wir mit den Axiomen 0—6 die Menge
w als die kleinste induktive Menge, welche () enthilt: Mit dem Unendlichkeitsaxiom existiert
eine induktive Menge [ welche () enthilt. Mit dem Potenzmengenaxiom bilden wir die Po-
tenzmenge (1) und mit dem Aussonderungsaxiom bilden wir dann zuerst die Menge aller
X € Z(Ip), die induktiv sind und () enthalten, und bilden dann den Durchschnitt all dieser
Mengen X. Die Menge w ist also wie folgt definiert:

W= ﬂ{X € P(Ip):0eXAind(X)}

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass der Durchschnitt induktiver Mengen, welche () enthalten,
wieder eine induktive Menge ist, welche () enthilt; und weil w in jeder solchen Menge enthalten
ist, ist w tatséchlich die kleinste induktive Menge, die () enthiilt.

Die Menge w ist auch die kleinste Menge, welche die “Menge” IN (im naiven Sinn) der
natiirlichen Zahlen 0, 1,2, ... (wie wir sie oben definiert haben) enthilt, d.h. “IN C w”. Es
sei hier erwihnt, dass aus dem Gddel’schen Unvollstindigkeitssatz folgt, dass IN = w nicht
beweisbar ist — insbesondere ist die Existenz der Menge IN formal nicht beweisbar. Da wir aber
andererseits auch nicht “IN C w” zeigen konnen, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass die Mengen IN und w identisch sind — insbesondere ist die Menge IN aus den Axiomen der
Mengenlehre konstruierbar.

Cartesische Produkte. Fiir beliebige Mengen A und B definieren wir das bindre Funktionssym-
bol x durch

AxB:={(z,y):z € ANy € B}
wobei (z,y) = {{z},{z,y}} ist. Die Menge A x B heisst cartesisches Produkt von A und

B. Beachte, dass das cartesische Produkt A x B von A und B eine Teilmenge der Menge
P(P(AUB)) ist.

Funktionen. Mit Hilfe cartesischer Produkte konnen wir nun Funktionen f : A — B, welche
jedem Element der Menge A genau ein Element der Menge B zuordnen, als Teilmengen von

A x B auffassen. Die Menge aller Funktionen f : A — B, welche wir mit Ap bezeichnen, ist
definiert durch

Ap .= {fCAxB:VeeAdlye B ((z,y) € f)}
wobei J!y bedeutet, dass es genau ein y gibt, d.h. 3!y (y) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir
Fy(p(y) AVz(p(z) = 2 =)

Fiir Funktionen f € APB schreiben wir iiblicherweise f:A— Bundfir (x,y) € f schreiben
wir iiblicherweise f(z) = y. Ist die Menge A ein cartesisches Produkt, zum Beispiel A =
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Cy x Oy, s0ist f : A — B eine 2-stellige Funktion. Wir konnen auch injektive, surjektive oder
bijektive Funktionen definieren, zum Beispiel:

f € ABistinjektiv < Vz,2' € AVy € B (((z,y) € FA (2 y) € f) >z =2)

Eine Menge A heisst endlich, falls eine Bijektion f : n — A existiert fiir ein n € w.
Beachte, dass diese Definition von “endlich” nur dann mit dem richtigen Endlichkeitsbegriff
tibereinstimmt, wenn IN = w. Eine Menge A heisst abzéhlbar, falls eine Surjektion f : w — A
existiert, andernfalls heisst A liberabzéahlbar. Beachte, dass insbesondere jede endliche Menge
abzihlbar ist.

Cartesische Produkte und Relationen. Mit Hilfe von Funktionen kénnen wir nun auch allge-
meine cartesische Produkte definieren: Seien A, Mengen fiir jedes ¢ € [ (fiir irgend eine Index-
menge [). Dann ist fiir A := (J{A, : « € I}, das cartesische Produkt X _, A, der Mengen A4,

(¢ € I) die Menge aller Funktionen f & 14 die aus jedem A, ein Element auswéhlen, also:

X A, = {fEIA:VLEI(f(L) GAL)}

el

Gilt fiiralle . € I, A, = A (fiir eine Menge A), dannist X, _, A, = TA Ist I = n fiireinn € w,
dann schreiben wir auch A™ anstelle von A und wir identifizieren A mit der Menge

A=A x ... x A.
~—_——

n-mal
Mit Hilfe endlicher cartesischer Produkte konnen wir nun auch Relationen definieren: Fiir
eine Menge A und ein n € w, ist R C A" eine n-stellige Relation auf A.

Zwei Beispiele fiir Ordnungsrelationen:

e Eine binidre Relation R auf A ist eine lineare Ordnung auf A, falls R transitiv ist und
fiir alle Elemente x, y € A Trichotomie gilt (d.h. entweder x Ry, oder x = y, oder y Rx).

e Eine lineare Ordnung R auf A ist eine Wohlordnung auf A, falls jede nicht-leere Teil-
menge S C A ein R-minimales Element besitzt, d.h. es existiert ein xy € S, sodass fiir
alle y € S gilt -y Rx,. Beachte, dass, weil R eine lineare Ordnung ist, das R-minimale
Element x, eindeutig ist. Falls eine Wohlordnung R auf der Menge A existiert, so sagen
wir, dass A wohlordenbar ist.

Die Frage, ob jede Menge wohlordenbar ist, wird durch das Auswahlaxiom, welches wir
spiter behandeln, beantwortet.

DIE AXIOME 7 & 8

Das nichste Axiom stammt von Abraham Fraenkel.

7. Ersetzungsaxiom (Axiomenschema). Um dieses Axiom zu formulieren, fithren wir den
Begriff der Klassenfunktion ein: Sei ¢(x,y) eine Formel mit x, y € frei(y), so dass gilt

Va 3y o(z,y).
Dann ist das 1-stellige Funktionssymbol F', definiert durch
F(z) =y <= ¢(z,y),

eine Klassenfunktion. Das Ersetzungsaxiom besagt, dass fiir jede Klassenfunktion F' und fiir
jede Menge A, das Bild von A unter F' eine Menge ist, d.h.

FA]:={F(z):z € A}
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ist eine Menge. Etwas kiirzer ausgedriickt: Bilder von Mengen unter Funktionen sind Mengen.
Mit dem Ersetzungsaxiom konnen wir Mengen wie zum Beispiel

{P(x) 2 € Pw)}
bilden; setze A = & (w) und F(z) := P (x).

Das letzte Axiome ist zwar fiir die Mengenlehre wichtig, hat aber auf die allgemeine Mathe-
matik keinen Einfluss.

8. Fundierungsaxiom.
Ve (z#0—Jy(yezA(ynaz =10))).

Das Fundierungsaxiom besagt, das jede Menge wohlfundiert ist, d.h. jede nicht-leere Menge x
besitzt ein Element y € x, sodass kein Element von y ein Element von z ist.

Mit dem Fundierungsaxiom erhalten wir, dass es keine unendlich absteigenden Sequenzen
der Form
XopDT1DTg D+
gibt, denn sonst wiirde die Menge {x¢, 21, x2, . . .} dem Fundierungsaxiom widersprechen. Ins-
besondere gibt es keine Menge x fiir die € x gilt, und es gibt auch keine Zyklen wie zum
Beispiel xp € x; € --- € x,, € 2.

Das Axiomensystem, bestehend aus den Axiomen 0—6 von Zermelo, dem Ersetzungsaxiom
von Fraenkel, sowie dem Fundierungsaxiom, bildet die Axiome der Zermelo—Fraenkel’schen
Mengenlehre und wird mit ZF bezeichnet.



4. KONSTRUKTION DER REELLEN ZAHLEN

Im Vorwort zu seiner Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind:
“Die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieser kleinen Schrift bilden, stammen aus dem
Herbst des Jahres 1858. Ich befand mich damals als Professor am eidgendssischen Polytechni-
kum zu Ziirich zum ersten Male in der Lage, die Elemente der Differentialrechnung vortragen
zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals frither den Mangel einer wirklich wissen-
schaftlichen Begriindung der Arithmetik. [. . .| Fiir mich war damals dies Gefiihl der Unbefrie-
digung ein so iiberwiltigendes, dass ich den festen EntschluB faBte, so lange nachzudenken, bis
ich eine rein arithmetische und vollig strenge Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalana-
lysis gefunden haben wiirde. |[. . .| Dies gelang mir am 24. November 1858.”

In diesem Kapitel werden wir (in der Mengenlehre) aus den rationalen Zahlen ein Modell
der reellen Zahlen konstruieren, und zwar so, wie es auch Dedekind gemacht hat, ndmlich mit
Dedekind’schen Schnitten.

DIE AXIOME DER REELLEN ZAHLEN

Die Signatur des Axiomensystems R der reellen Zahlen ist %3 = {0,1,+, -, <}, wobei
0 und 1 Konstantensymbole sind, + und - bindre Funktionssymbole sind und < ein binires
Relationssymbol ist.

Die erste Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Korperaxiomen KT:

Ro: VaVyVz(z + (y+2) = (z 4+ y) + 2) (+ ist assoziativ)

Ryt VaVy(z+y=y+x) (+ ist kommutativ)

Ro: Vz(0 42 =1x) (0 ist link-neutral bzgl. +)

Rs: Vady(y + 2 = 0) (links-Inverse bzgl. +)

Ry VaVyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2) (- ist assoziativ)

Rs: VaVy(z-y=y-x) (- ist kommutativ)

Re: Vz(l-x=1x) (1 ist link-neutral bzgl. -)

Ry;: Vedy(z #0 —»y-z=1) (links-Inverse bzgl. - fiir x # 0)

Re: VaVyVz(z - (y+2) = (z-y) + (z - 2)) (- ist links-distributiv tiber +)
Ro: O 7£ 1

Die zweite Gruppe des Axiomensystems R besteht aus den Axiomen fiir dichte lineare Ord-
nungen DLO:

Rio: Vz—(z < x) (< ist nicht reflexiv)

Rit VaVyVz((z <yAy<z) —x<z) (<ist transitiv)

Rio: VaVy (x <yVez=yVy< x) (< definiert eine lineare Ordnung)
Rys: Vx‘v’yEIz(x <y—=(r<zAz< y)) (< definiert eine dichte Ordnung)

Rt Vodydz(y <z Az < z) (keine grossten bzw. kleinsten Elemente)
21
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Die dritte Gruppe des Axiomensystems R besteht aus zwei Axiomen, welche die Ordnungs-
struktur mit den Rechenoperationen verbindet:

Ris: VaVyvz (a: <y—z+z<y+ z) (Kompatibilitit von < mit +)
Rys: V:E‘v’y((() <zANO<y)—=>0<zx- y) (Kompatibilitit von < mit -)
Um das letzte Axiom, das Vollstindigkeitsaxiom R;,, zu formulieren, miissen wir iiber Teil-

mengen von R sprechen. Insbesondere kann das Axiom Ry7 nur mit Hilfe der Mengenlehre — in
der wir ein Modell der reellen Zahlen konstruieren — formuliert werden.

Ri7: Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R hat ein Supremum in R.
Etwas formaler ausgedriickt, mit der Definition x < y (<= = < y V x = y, heisst das:

VX((XQ]RAX#@/\EITVxGX(xST)) 5

Hs(VxEX(xSs)AVt(‘v’xeX(xﬁt)—>S§t))>

DEDEKIND’SCHE SCHNITTE

Wir konstruieren die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen @), welche ihrerseits aus IN
(bzw. w) und Z konstruiert wurden. Das heisst wir gehen aus von einem Modell Q = (Q, 0,1, +, -, <
) der rationalen Zahlen, in dem die Axiome Ry — R gelten. Um weniger Fallunterscheidungen
machen zu miissen, schranken wir uns auf die Konstruktion der positiven reellen Zahlen ein—
die Konstruktion der negativen reellen Zahlen ist analog. Dafiir definieren wir Q* := {p € Q :

p > 0}.
Ein Dedekind’scher Schnitt ist eine Teilmenge o C Q1 mit folgenden Eigenschaften:

(DO) o # Pund o # Q.

(D1) Fallsp € aund ¢ € Q" mit ¢ < p, so folgt ¢ € « (« ist nach unten abgeschlossen).

(D2) Fiir jedes p € « existiert ein ¢ € o mit p < q (« enthilt kein maximales Element).

Offensichtlich sind Dedekind’sche Schnitte nach oben beschrinkt: Falls o ein Dedekind’scher
Schnitt ist, so existiert wegen (DO) eine Zahl p € Q* \ . Damit ist aber p eine obere Schranke
von «, denn wire ¢ € o mit ¢ > p, so wire aufgrund von (D1) auch p € «, ein Widerspruch.

Ein Dedekind’scher Schnitt « teilt die positiven rationalen Zahlen in zwei disjunkte Stiicke:

C | | | Y4 1 1 1 1
\ T T T T l\ T T T

0 o Q7 \ «
Wir definieren nun die positiven reellen Zahlen als Menge aller Dedekind’schen Schnitte:
R" := {a C Q" : v ist ein Dedekindscher Schnitt}.

Die reellen Zahlen sollen aber die rationalen Zahlen erweitern; diese lassen sich jedoch in na-
tiirlicher Weise als Dedekind’sche Schnitte darstellen: Fiir positive rationale Zahlen p € Q*
definieren wir
a,:={g€Q" : ¢ <p}

Dann ist oy, ein Dedekind’scher Schnitt. Um dies zu sehen, miissen wir (D0) — (D2) nachpriifen:
(DO) ist offensichtlich. Fiir (D1) sei ¢ € o, und 7 € Q1 mit r < ¢. Da ¢ < p, folgt auchr < p
und somit r € ay,. Fiir (D2) sei ¢ € . Somit gilt ¢ < p und fiir r := 2 folgt r € QT
g<r<pundr € q.
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Fiir positive rationale Zahlen p € Q" identifizieren wir p mit a, und erhalten so eine
Einbettung Qt — R™ (dhnlich wie wir auch eine Einbettung Z < @ haben). Es gibt nun
aber auch Dedekind’sche Schnitte, die eine “Liicke” in den rationalen Zahlen darstellen. Solche
Liicken heissen irrationale Zahlen. Zum Beispiel stellt der Dedekind’sche Schnitt

a:={pecQ:p*<2}
eine solche Liicke dar. Ublicherweise wird dies implizit mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-

legung der natiirlichen Zahlen bewiesen, was wir aber erst spiter zeigen werden. Der folgende
indirekte Beweis stammt aus Dedekinds Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen: Wir miissen

zeigen, dass es keine rationale Zahl £ gibt mit & = 2. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an,
g ¢ & q p

dass Zahlen p,q € IN existieren mit Z—z = 2. Es gibt also positive Zahlen p,q € IN welche die
Gleichung
P’ =2¢°=0
erfiillen, woraus ¢ < p und p < 2¢? folgt. Wir diirfen annehmen, dass ¢ die kleinste Zahl ist,
welche die Eigenschaft besitzt, dass ihr Quadrat durch Multiplikation mit 2 eine Quadratzahl
ist. Setzen wir ¢ := p — g und p := 2q — p, so folgt aus ¢ < p und § < 2,dass gilt g < p < 2¢
und 0 < ¢ < ¢. Mit der Voraussetzung p? — 2¢° = 0 erhalten wir
P =2 = 4q" —4pg +p° = 2(p* = 2pg + ¢*) = —p* +2¢° = 0

und weil 0 < ¢ < q ist, widerspricht dies der Minimalitét von q.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich Dedekind’sche Schnitte addieren und multiplizieren
lassen. Die Antwort auf diese Frage ist sehr einfach: Man betrachtet einfach die Menge, die

dadurch entsteht, dass man alle Elemente des einen Schnittes mit allen Elementen des anderen
Schnittes addiert bzw. multipliziert.

Fiir Dedekind’sche Schnitte «, 8 € R* definieren wir:
a+pi= {p+q:p€a/\q€ﬂ}

a-ﬁ:{p-q:péa/\qeﬁ}

LEMMA 4.1. Seien «, 8 Dedekind’sche Schnitte. Dann sind o + [ und « - 5 ebenfalls Dede-
kind’sche Schnitte.

Beweis. Wir zeigen nur, dass « + (3 ein Dedekind’scher Schnitt ist; der Beweis, dass auch « - 3
ein Dedekind’scher Schnitt ist, ist analog.
(DO) Da v, 3 # (), gibtes p € aund ¢ € 5. Somit folgt p + g € o+ 5. Da«, 5 # QT, gibt
esr € Qt\aunds € QT \ . Firp € aund g € fistp < rund ¢ < s, also ist
p+q<r+s,woraus folgtr +s ¢ o+ §,dh.a+ 5 # Q™.

(D1) Seir € a+ fund s € Q" mits < r. Es gibtp € a,q € S mit r = p + ¢. Also gilt
s < p+qundsomits —q < p. Ist s < p, q, so folgt aus (D1) fiir « und 3, s € o und
s € (. Insbesondere ist dann

S S
S = 5 -+ 5 EOé‘i‘ﬁ
~N~ =~
Ca ep

wie gewiinscht. Sei nun s £ p, ¢, und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei s > ¢.
Aus (D1) fiir ¢ und s < p 4 ¢ folgt s — ¢ < p, also s — ¢ € . Somit ist

s=s—q+ q €a+p.
~—— =~

Ca ep
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(D2) Seir=p+q € a+ Fmitp € aund g € 5. Gemiss (D2) fiir v gibt es ein p’ € « mit
p<p.Somitistr =p+qg<p +qundp +q€ a+p.

_|

In Stetigkeit und irrationale Zahlen schreibt Richard Dedekind: “Ebenso wie die Addition

lassen sich auch die iibrigen Operationen der sogenannten Elementar-Arithmetik definieren,

ndmlich die Bildung der Differenzen, Produkte, Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen,

und man gelangt auf diese Weise zu wirklichen Beweisen von Sétzen (wie z. B. V243 = \/6),
welche meines Wissens bisher nie bewiesen sind.”

Als Beispiel fiir die Multiplikation zweier Dedekind’scher Schnitte beweisen wir nun die

Gleichung v/2 - v/3 = v/6, dh. fira = {p € Q" : p*> <2} und B = {q € QT : ¢*> < 3} ist
a-B={reqQ":r*<6}.

Beachte zuerst, dass fiir rationale Zahlen f € aund % € [ stets i—j . :j—z < 6gilt. Seinunr € Q*

mit 7* < 6. Wir miissen rationale Zahlen 2 € o und % € f§ finden, sodass 1* < f—j . Z—i Sei

n € N, sodass 6 — r2 > % und sei m € IN, sodass m > 22n. Dann ist

22 20
22 ~m — 22m—20 _ 10m+12m—20

% > m > m m?2 m?2
und es gilt
( _i> ) (3_3) G lomtlamo20 g L 2
Sei k € IN so, dass gilt (%)2 > 2> (% 2, dann gilt

)
2 — K< (B2 (k)% 261

m m?2

und weil & < 22 (denn 2 > 2), erhalten wir

1
2 k2 3m+1 _ m(3+m> 4
— = < 7 = 5 < —=.
m m m m

Analog sei !l € N so, dass gilt (”71)2 >3 > (%)2 dann gilt wieder 3 — % < erj;l und weil
[ < 2m (denn 4 > 3), erhalten wir

47;;{1 _ m(i;%) < %

2
3-L <

Schliesslich sei p := 2 — % und ¢ := 3 — 2. Dann ist

A
m

0<p<® <2 und 0<g<l;<3.
Insbesondere ist % € aund % € (3, und mit obiger Ungleichung gilt
P<6-t<pg<t B g

womit % und % die gesuchten Zahlen sind.

Wir konnen analog die Konstruktion auch auf die negativen Zahlen ausweiten. Damit lédsst
sich leicht zeigen, dass die so konstruierten reellen Zahlen wie gewiinscht die Koérperaxiome
erfiillen. Etwas formaler ausgedriickt haben wir das Modell Q = (Q, 0, 1, +, - ) der rationalen
Zahlen zu einem Modell (R, 0,1, +, - ) erweitert. Was noch fehlt, ist die Ordnungsstruktur der
reellen Zahlen und wir miissen auch zeigen, dass das Axiom Ry erfiillt ist.

Fiir Dedekind’sche Schnitte v und 5 definieren wir:
a< fi<=aCp.

Weil Q | DLO folgt aus der Definition der Dedekind’schen Schnitte leicht, dass < eine
(strikte) lineare Ordnungsrelation ist, und weil Q |= DLO + Rys + Ryg gilt, folgt (wieder aus
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der Definition der Dedekind’schen Schnitte), dass die Axiome DLO + Rys + Rig auchin R =
(R,0,1,+, -, <) erfiillt sind. Es bleibt also nur noch R = R;; zu zeigen. Mit anderen Worten,
wir miissen zeigen, dass in R jede nach oben beschrinkte Menge ein Supremum besitzt:

THEOREM 4.2. Die reellen Zahlen R sind vollstindig, d.h. jede nicht-leere nach oben be-
schriinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.

Beweis. Wir beschrinken uns auch hier der Einfachheit halber auf die positiven reellen Zahlen.
Sei X # () eine nach oben beschriinkte Teilmenge von R*, d.h. die Elemente o € X sind
Dedekind’sche Schnitte der Form o« C Q. Wir setzen

5::Ua:{p€Q+:Ela€X(p€04)}.

acX
Wir zeigen zuerst, dass (3 ein Dedekind’scher Schnitt ist.

(D0) Offensichtlich gilt 5 # (), da X # (). Wir zeigen noch, dass 5 # Q. Da X nach oben
beschrinkt ist, gibt es eine rationale Zahl ¢ € Q" mit p < ¢ fiir alle p € 3. Somit ist

g€ Q"\p.
(D1) Seip € fund ¢ € QF mit ¢ < p. Dann gibt es ein & € X mit p € a, und da o (D1)
erfiillt, folgt ¢ € o C f.

(D2) Sei p € (. Dann gibt es ein & € X mit p € a. Da « kein maximales Element besitzt,
gibtesein ¢ € amitp < q. Daa C f3, folgt g € 5.

Somitistalso 8 € R*. Danun o C 3 (d.h. o < f3) fiir alle @ € X, ist 3 eine obere Schranke
von X. Es bleibt noch zu zeigen, dass 3 die kleinste obere Schranke von X ist. Sei v € R*
beliebig mit v < (. Dann gibt es ein p € (5 \ v, und nach Definition von [ existiert ein « € X
mit p € . Daraus folgt v < «, und weil o € X, kann y keine obere Schranke von X sein. Also
ist 3 die kleinste obere Schranke von X. 4

Es stellt sich die Frage, ob es auch andere Modelle der reellen Zahlen gibt, oder ob zumin-
dest alle Modelle der reellen Zahlen isomorph zueinander sind. Obwohl dies manchmal sogar
“bewiesen” wird, ist die Aussage nicht ganz richtig. Genau genommen haben wir ndmlich das
Modell R in einem Modell von ZF konstruiert, d.h. die Menge R der reellen Zahlen ist nicht
“absolut” sondern hingt vom zugrunde gelegten Modell von ZF ab, in dem R konstruiert wurde.
Insbesondere hingt die Grosse der Menge R davon ab, wie gross die Menge &7 (w) im zugrunde
gelegten Modell von ZF ist, was aber von ZF unabhingig ist, d.h. von ZF nicht entschieden wird.

INTERVALLSCHACHTELUNGEN

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Grundlagen
der Analysis. Zum Beispiel lassen sich damit der Satz von Bolzano-Weierstral} oder der Zwi-
schenwertsatz beweisen.

Eine wichtige Folgerung aus der Vollstindigkeit der reellen Zahlen ist der folgende Satz, fiir
den wir zuerst den Begriff der Intervallschachtelung definieren: Eine Intervallschachtelung ist
eine Folge (I,,),en von nicht-leeren abgeschlossenen Intervallen [, = [z, y,] mit der Eigen-
schaft

Iyo2L o1 D...

und lim (y, — z,) = 0.
n—oo
THEOREM 4.3. Sei ((1,,)nen eine Intervallschachtelung mit I,, = [x,,,y,]. Dann gibt es genau

eine reelle Zahl x mitx € () I,.
nelN
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Beweis. Aufgrund der Vollstiandigkeit von R gibt es Zahlen z,y € R mit
r=sup{r, € R:ne€ N} und y=inf{y, € R:nec N}
Somit gilt
ToS X STe < STSYS Sy <Y1 S Yo

und somit 7,y € (), o In- Es bleibt zu zeigen, dass = y. Wire v < y, so wire € := y—x > 0.
Nach Annahme gibt es aber ein n € IN, sodass y,, — x,, < eund damity —z <y, —z, < ¢,
was aber ein Widerspruch ist zur Definition von x und . 4

Es sei erwihnt, dass sich mit Hilfe von Theorem 4.3 die reellen Zahlen auch als Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen konstruieren lassen.



5. DAS AUSWAHLAXIOM

1904 (und dann nochmals 1907) hat Ernst Zermelo bewiesen, dass sich jede Menge wohl-
ordnen lésst. (Zur Erinnerung: Eine Wohlordnung auf einer Menge A ist eine lineare Ordnung <
bei der jede nicht-leere Menge S C A beziiglich < ein minimales Element hat.) Fiir die Beweise
benutzte Zermelo beide Male ein nicht-konstruktives Prinzip, das sogenannte Auswahlaxiom.

9. Auswahlaxiom.
Vﬁ(@géﬁ—ﬂf(feﬁUﬁAVxe 7 (f(z) 6:}0)))

Das Auswahlaxiom besagt, das es fiir jede Familie .% von nicht-leeren Mengen eine Funktion
f gibt, die aus jeder Menge = € .Z ein Element f(x) auswihlt. Etwas informeller heisst dies,
dass jede Familie nicht-leerer Mengen eine Auswahlfunktion besitzt, oder noch etwas kiirzer,
cartesische Produkte nicht-leerer Mengen sind nicht leer.

Die Axiome ZF zusammen mit dem Auswahlaxiom AC (fiir Axiom of Choice) ist das Axio-
mensystem der Mengenlehre und wird mit ZFC bezeichnet.

In der Mathematik wird anstelle des Auswahlaxioms meist eine dquivalente Formulierung be-
nutzt, wie zum Beispiel das Kuratowski-Zorn Lemma — manchmal auch bloss Lemma von Zorn
genannt, obwohl Kuratowski dieses Lemma mehr als 10 Jahre vor Zorn bewiesen und publiziert
hat. Bevor wir einige, zum Auswahlaxiom dquivalente, Auswahlprinzipien formulieren (und de-
ren Aquivalenz zu AC beweisen), fithren wir den Begriff der Ordinalzahl ein, welcher eng mit
dem Auswahlaxiom zusammenhéngt und in der Mengenlehre eine fundamentale Rolle spielt.

ORDINALZAHLEN

Eine Menge z ist transitiv falls Vy € z (y C z), d.h. jedes Element von z ist auch Teilmenge
von z. Eine Menge « ist eine Ordinalzahl, wenn « transitiv ist und durch die Relation €
wohlgeordnet wird. Ist o eine Ordinalzahl, so ist auch

a+1:=aU{a}

eine Ordinalzahl, denn mit « ist auch « + 1 transitiv und wohlgeordnet durch €. Weiter hat jede
nicht-leere Teilmenge u C « ein €-minimales Element, d.h.

VuCalu#0—Izcuvzea(ze€x— 2 ¢u)).

Die Kollektion aller Ordinalzahlen bezeichnen wir mit €2, d.h. o € () ist nur eine abgekiirzte
Schreibweise fiir «v ist eine Ordinalzahl. Aus dem folgenden Theorem, das wir nicht beweisen,
folgt, dass €2 keine Menge ist— (2 ist eine sogenannte Klasse (d.h. eine Kollektion von Mengen).

THEOREM 5.1.
(a) Ist € Q, dann ist o = () oder () € a.
(b) Sind o, 8 € 2, dann gilt entweder o € 3 oder o = 3 oder a > [5.
(c) Ist a € B €1, soist a € (2.
(d) Ist S C () eine Menge, dann gilt (1S € Qund | S € Q.

(e) Ist S C ) eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen, so hat S ein €-minimales Ele-

ment.
27
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Aus Theorem 5.1 folgt, dass €2 durch € wohlgeordnet wird. Wire also 2 eine Menge (also ein
Objekt in einem Modell von ZF oder von ZFC), so wire {2 selbst eine Ordinalzahl, also €) € €,
was aber dem Fundierungsaxiom widerspricht.

Als Folgerung aus Theorem 5.1 erhalten wir

KOROLLAR 5.2.

(a) Sind o, 8 € Q und a € [3, dann ist « + 1 C [3. Insbesondere ist o + 1 die kleinste
Ordinalzahl, welche « enthélt.

(b) Fiir jede Ordinalzahl o € ) haben wir entweder
a=|Ja, indiesem Fall heisst o Limesordinalzahl,

oder
36 € Q(a=pF+1), indiesem Fall heisst & Nachfolgerordinalzahl.
Beispiele.
e Die Elemente aus w sowie w selbst sind Ordinalzahlen.

e () und w sind Limesordinalzahlen, und alle Elemente n € w \ {{} sind Nachfolgerordi-
nalzahlen.

e Weitere (abzidhlbare) Ordinalzahlen sind zum Beispiel

w w
wH+Hlw+2,...,wtw,...,w-w,...,w, . W W

e Die kleinste iiberabzihlbare Ordinalzahl wird mit w; bezeichnet.

Mit dem Ersetzungsaxiom und dem Fundierungsaxiom ldsst sich zeigen, dass jedes Modell V
von ZF (oder ZFC) von folgender Struktur ist.

Zuerst definieren wir 5\2
Vo =10 |
Vo = Uge, Vp fiir Limesordinalzahlen o # 0
Vaor1 = P(V,)  fir Nachfolgerordinalzahlen o + 1

und schliesslich definieren wir die Klasse V durch
V= V.,
acf

d.h. fiir jede Menge x € V exisitert eine Ordinalzahl «,
sodass z ein Element der Menge V,, ist.

Die kumulative Hierarchie V ist die Klasse aller Mengen und ist ein Modell von ZF bzw.
von ZFC. Insbesondere ist also jede Menge entweder die leere Menge oder sie ist eine Teilmenge
einer a-fach iterierten Potenzmenge der leeren Menge fiir ein @ € 2.
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AQUIVALENTE FORMULIERUNGEN DES AUSWAHLAXIOMS

Eine auf den ersten Blick andere Aussage als das Auswahlaxiom ist das folgende
Wohlordnungsprinzip WOP. Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Wir zeigen nun, dass das Auswahlaxiom und das Wohlordnungsprinzip dquivalent sind.
THEOREM 5.3. AC <= WOP

Beweis. (=) Sei M eine Menge. Ist M = (), dann ist M bereits wohlgeordnet und wir sind
fertig. Wir nehmen nun M # () an und definieren &2*(M) := P (M) \ {0}. Weiter sei, mit
Annahme von AC, f : 2*(M) — M eine beliebige aber feste Auswahlfunktion fiir 22*(M).

Eine injektive Funktion w, : a < M, wobei a € ) eine Ordinalzahl ist, ist eine f-Menge,
falls fiir alle v € « gilt:

wa(y) = f(M\ {wa(0) : 6 €7})
Zum Beispiel ist wy(0) = f(M) eine f-Menge —sogar die einzige f-Menge mit Definitionsbe-
reich dom(w;) = 1. Fiir f-Mengen w,, und ws definieren wir
Wo = Wg <= @ € fAWs|a = Wy wobei  wgly = {(7,2) € wg: v € a}.
BEHAUPTUNG: Sind w,, und wg f-Mengen, dann gilt o € f = w, < wg.

Beweis der Behauptung. Sei I' = {v € a : wsla(7) # wa(7)} C «. Fiir einen Widerspruch
nehmen wir I' # () an. Sei 79 € « das €-minimale Element von I'. Es gilt dann wg|,(v9) #
wa (7o) und fiir alle 6 € 7 ist wgla (9) = wa(0), d.h. walyy = Waly,-

Nun ist aber

wsla(0) = f(M \ {wsla(0) 1 6 € ’Yo}) = f(M \{wa(d) 16 € ’Yo}) = wa(70)

d.h. ws|a(Y0) = wa(70), und unsere Annahme I' # () ist widerlegt. .

Weil die Funktionen w, : a« < M injektiv sind, folgt aus der Behauptung und dem Erset-
zungsaxiom, dass

O:={BeQ:3aecQIre M (w.(f) =x)}
eine Menge ist. Mit Theorem 5.1.(e) ist dann A := [ © € € (d.h. X ist eine Ordinalzahl), und
wy: A — M
B o= wsa(B)

ist eine f-Menge. Wire w, nicht surjektiv, so konnten wir w) erweitern zur f-Menge

wien = s U {0 P\ {uwn(®) 6 € ) }

und hitten A € ©, also A € A, was aber Thm. 5.1.(a) widerspricht. Die Funktion wy : A — M
ist somit injektiv und surjektiv, also bijektiv, und die Menge M wird durch w, wohlgeordnet.

(<) Sei .Z eine Familie von nicht-leeren Mengen und sei < eine Wohlordnung auf | J.%.
Definiere f : .# — |J.# durch “f(z) ist das <-minimale Element von z”. Dann ist f eine
Auswahlfunktion von .%. 4
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Der Beweis von Theorem 5.3 gibt uns etwas mehr als nur eine Wohlordnung auf M, ndm-
lich eine Bijektion zwischen einer Ordinalzahl o und der Menge M. Mit dieser Bijektion (und
den Eigenschaften von Ordinalzahlen) konnen wir viele Beweise, in denen das Auswahlaxiom
verwendet wird, dadurch vereinfachen, dass wir eine Art “Induktion” ausfiihren:

Transfinite Induktion. Sei M eine Menge, A € () eine Ordinalzahl und ¢ : A\ — M eine
Bijektion. Mit Hilfe von ¢ konnen wir M schreiben als M = {as : 8 € A}.

Sei f: A x P(M) — M eine Funktion. Mit Induktion iiber A\ definieren wir nun fiir alle
B € A die Mengen Ag C M wie folgt:

1] fir 5 =0,
A/B =1 As U {f(5, Ag)} fir 5 =0+ 1,
Uses As fiir Limesordinalzahlen 3 # 0.

Dannist A := Uﬂe/\ Az C M.

Beispiel: Jeder Vektorraum V' hat eine Basis.
Sei V= {vg: 5 € A} firein A € Q. Fiird € Aund A; C V (mit Ay := () definieren wir

(6. Ay) As falls die Vektoren As U {vs} linear abhéngig sind,
R As U{vs} sonst.

Dann ist die entsprechende Menge A, C V eine Basis von V: Wiren die Vektoren aus A linear
abhingig, so gibe es eine kleinste Ordinalzahl § € ), sodass A; linear unabhéngig und A;U{vs}
linear abhingig ist, das widerspricht aber der Definition von f(d, As). Wiren umgekehrt die
Vektoren aus A, kein Erzeugendensystem, so gibe es eine kleinste Ordinalzahl 6 € A, sodass
vs ¢ A, und A, U {vs} linear unabhingig ist. Insbesondere ist dann auch As U {vs} linear
unabhingig, und nach Definition von f(d, As) ist dann aber vs € Az C A,

Bevor wir ein weiteres zu AC dquivalentes Auswahlprinzip formulieren, fithren wir zuerst die
Begriffe Partialordnung und Kette ein: Eine Menge P zusammen mit einer binidre Relation <
ist eine Partialordnung, falls die Relation < reflexiv (x < z), anti-symmetrisch (aus x < y
und y < x folgt x = y), und transitiv (aus x < y und y < z folgt x < 2) ist. Eine Teilmenge
C' C P einer Partialordnung (P, <) ist eine Kette, falls C' durch < linear geordnet wird.

Kuratowski-Zorn Lemma KZL. Ist (P, <) eine nicht-leere Partialordnung, sodass jede Kette
C C P eine obere Schranke hat, so hat P ein maximales Element.

Fiir das nichste zu AC dquivalente Auswahlprinzip brauchen wir den Begriff endlichen Charakter:
Eine Familie . von Mengen hat endlichen Charakter, falls fiir jede Menge = € .% gilt, z ist
in .# genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von x in .% ist.

Teichmiiller-Prinzip TP. Ist .% eine nicht-leere Familie von Mengen mit endlichem Charakter,
so hat .% ein beziiglich C maximales Element.

THEOREM 5.4. Die folgenden Prinzipien sind dquivalent zum Auswahlaxiom AC.

(a) Wohlordnungsprinzip WOP
(b) Kuratowski-Zorn Lemma KZL
(c) Teichmiiller-Prinzip TP
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Beweis. Wir wissen bereits, dass gilt AC < WOP.

WOP = KZL: Der Beweis erfolgt mittels transfiniter Induktion. Sei (P, <) eine nicht-leere
Partialordnung und sei P = {ps : § € A} fiir eine Ordinalzahl A\ € Q. Fir§ € Aund A; C P
(mit Ay := () definieren wir

As falls As keine Kette ist,
(8, As) =< As falls ps keine obere Schranke der Kette Ajs ist,
As U {ps} falls ps eine obere Schranke der Kette Ay ist.

Dann ist die entsprechende Menge A, C P eine Kette in PP und jede obere Schranke von A ist
ein maximales Element von P.

KZL = TP: Sei .# eine nicht-leere Familie von Mengen mit endlichem Charakter. Dann ist
(.#, C) eine nicht-leere Partialordnung und jede Kette C' C P hat eine obere Schranke JC.
Weil .# endlichen Charakter hat, gehort, fiir Ketten C, jede endliche Teilmenge von | J C' zu .Z,
und deshalb | JC' € .7. Mit KZL hat somit .% ein beziiglich C maximales Element.

TP = AC: Sei .# eine Familie von nicht-leeren Mengen. Wir miissen eine Auswahlfunktion
fiir . finden. Dazu bilden wir die Menge

& = { fe K4 U ¢ : f ist eine Auswahlfunktion fiir eine Teilfamilie ¢ C .7 }

Eine Funktion f : 4 — |J¥ ist eine Auswahlfunktion fiir & genau dann, wenn jede endliche
Teilfunktion von f (d.h. f|¢ fiir endliche Teilmengen 4’ C ¥), eine Auswahlfunktion ist. Die
Familie & hat somit endlichen Charakter und mit TP hat & ein maximales Element f,. Weil f,
maximal ist, muss gelten dom( fy) = .# und somit ist f; eine Auswahlfunktion fiir .%. -

ABGESCHWACHTE FORMEN DES AUSWAHLAXIOMS

Vielfach wird in Beweisen nicht das volle Auswahlaxiom gebraucht, sondern nur eine ab-
geschwiichte Form davon. Ein paar solcher abgeschwéchten Formen des Auswahlaxioms seien
hier aufgelistet.

e C(w, 00): Jede abzihlbare Familie nicht-leerer Mengen hat eine Auswahlfunktion.

e C(w,w): Jede abzidhlbare Familie nicht-leerer abzéhlbarer Mengen hat eine Auswahl-
funktion.

e C(w, <w): Jede abzihlbare Familie nicht-leerer endlicher Mengen hat eine Auswahl-
funktion.

e C(w,n): Jede abzihlbare Familie n-elementiger Mengen (fir n € w, n > 1) hat eine
Auswahlfunktion.

e C(00,n): Jede Familie n-elementiger Mengen (fiir n € w, n > 1) hat eine Auswahl-
funktion.

e C(00, <w): Jede Familie nicht-leerer endlicher Mengen hat eine Auswahlfunktion.
In dieser Notation ist C(0o, 00) das volle Auswahlaxiom. In ZF ldsst sich zum Beispiel die
Implikation C(o00, 2) = C(oo,n) fiirn € {1, 2,4} beweisen, oder auch C(oo, < w) = C(oo,n)
fiir alle n € w mit n > 1. Andererseits lassen sich in ZF zum Beispiel die Implikationen
(C(oo,n) fiiralle n € w \ {0}) = C(o0, < w) oder C(00, 2) = C(oo, 3) nicht zeigen.

%gehbrt nicht zum Vorlesungsstoff



6. KARDINALZAHLEN

VERGLEICHE VON MACHTIGKEITEN IN ZF

Zwei Mengen A und B haben dieselbe Méchtigkeit, bezeichnet mit |A| = | B|, falls es eine
Bijektion zwischen A und B gibt. Zum Beispiel haben w + w und w dieselbe Méchtigkeit, denn
die Funktion f : w 4+ w — w definiert durch

B+ B fiir @ = w + B,
a+a+1 sonst,

fla) =

ist eine Bijektion zwischen w + w und w. Weil die Verkniipfung von Bijektionen wieder eine
Bijektion ist, ist die Gleichheit von Michtigkeiten eine Aquivalenzrelation.

Gilt |A| = |B'| fir B’ C B, dann ist die Michtigkeit von A kleiner oder gleich der Michtig-
keit von B, bezeichnet mit |A| < |B|. Beachte, dass |A| < |B| genau dann gilt, wenn es eine
Injektion von A in B gibt. Falls |A| < |B| und |A| # | B| gilt, dann ist die Michtigkeit von A
strikt kleiner als die Michtigkeit von B, bezeichnet mit |A| < | B|. Beachte, dass die Relation <
reflexiv und transitiv ist. Der folgende Satz sagt nun, dass die Relation < auch anti-symmetrisch
ist.

CANTOR-BERNSTEIN THEOREM. Sind A und B zwei Mengen mit |A| < |B| und |B| < |A],
dann gilt |A| = | B].

Beweis. Seien A und B zwei Mengen und seien f : A — Bund g : B — A zwei Injektionen.
Weiter sei Ay := A, By := g[B] und fiir n € w sei

Api1:=(g9°f)[An], Bnyr:=(g°f)[Bn] und D := m Ap.

new

Die folgende Graphik soll diese Definitionen veranschaulichen:

Weil f und g injektiv sind, sind auch g f und f o g injektiv. Damit gilt fiir alle n € w, dass go f
eine Bijektion zwischen A, und A, ist, und dass f o g eine Bijektion zwischen B,, und B,

ist. Weiter folgt aus (ge f)[A,] C B, C A, (fir alle n € w) die Gleichheit D =, By
32
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Aus den obigen Beobachtungen folgt, dass die Mengen A,, und B,, die folgenden Eigenschaf-
ten haben:

(a) AO:DU(Ao\Bo)U(Bo\Al)U(Al\Bl)U<B1\A2)U

(c) Furalle n € w gilt, |A,, \ By| = |Ans1 \ Byl
Zum Beispiel folgt (c) mit den Bijektionen zwischen A,, und A, ., bzw. B,, und B,, ;. Weil
nun fiir alle n € w, die Mengen (A4, \ B,), (B, \ A,+1) und D paarweise disjunkt sind, konnen
wir in der Darstellung von B, mit der Eigenschaft (c) die Mengen A, \ B, bijektiv auf die

Mengen A,, \ B, abbilden. Dadurch erhalten wir die Darstellung von Ay in (a) und somit ist
| Ao| = |Bol- 4

Als eine erste Anwendung des CANTOR-BERNSTEIN THEOREMS zeigen wir, dass die Menge
der rationalen Zahlen () dieselbe Méchtigkeit hat wie w.

PROPOSITION 6.1. |Q| = |w|
Beweis. |Q| < |w|: Wir definieren f : Q — w durch
0 fiir p = 0,

f (g) =42P-37  firp,q > 0und ggT(p,q) =1,

op . 5ldl fiirp > 0,9 < Ound ggT(p, Q) =1,

dann ist f injektiv (wobei wir hier implizit die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung anneh-
men, welche wir spiter beweisen).

|w| < |Q|: Offensichtlich ist die identische Abbildung w — @ eine Injektion.

Mit dem CANTOR-BERNSTEIN THEOREM erhalten wir somit |Q| = |w]|. 4

Als eine weitere Anwendung des CANTOR-BERNSTEIN THEOREMSs zeigen wir, dass die
Menge der reellen Zahlen R dieselbe Michtigkeit hat wie &2 (w).

PROPOSITION 6.2. |R| = |2 (w)|

Beweis. |R| < |Z(w)|: Mit Proposition 6.1 haben wir |Q| = |w| und mit der Konstruktion der
reellen Zahlen als Dedekind’sche Schnitte erhalten wir |R| < | 22(Q)|, also gilt |R| < |2 (w)].

|2 (w)| < |R|: Wir definieren f : &(w) — R durch f(0) := 0 und fiir x C w, = # ) sei
1
fl@)=2_ 5

nex

Dann ist—unter Verwendung der eindeutigen Darstellung der aus den Ziffern 0 und 1 gebildeten
triadischen Zahlen — f injektiv und es gilt | Z?(w)| < |R|.

Mit dem CANTOR-BERNSTEIN THEOREM erhalten wir somit |R| = |Z?(w)]. 4
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Eine wichtige Erkenntnis von Georg Cantor, dem Begriinder der Mengenlehre, war, dass es
beliebig grosse Michtigkeiten gibt.

SATZ VON CANTOR. Fiir jede Menge M ist |M| < |22 (M)].

Beweis. Ist M = (), so ist (M) = {0} und wir erhalten |M| < |22 (M)|. Sei also M # .
Dann ist
f: M — P(M)

eine Injektion und es gilt |M| < |Z(M)|. Um |M| # |Z(M)| zu zeigen sei g : M — P (M)
irgend eine Funktion. Dann ist

I={zeM:z¢g(x)}

eine Teilmenge von M, also I' € &(M). Wire g eine Bijektion, dann wire g auch eine Surjek-
tion, d.h. es existiert ein xy € M mit g(zo) = I'. Nun gilt aber

rg €l <= 9 ¢ g(xg) < 20 ¢ 7T

was offensichtlich ein Widerspruch ist. Somit ist g nicht surjektiv, also auch nicht bijektiv, und
weil g beliebig war, gilt |M| # | Z2(M)|. 4

KARDINALZAHLEN IN ZFC

Mit dem Wohlordnungsprinzip (bzw. dem Auswahlaxiom) kann jede Menge wohlgeord-
net werden. Es gilt sogar, dass jede Menge bijektiv auf eine Ordinalzahl abgebildet werden
kann. Insbesondere gibt es zu jeder Menge M eine Ordinalzahl o € Q mit |M| = |a|. Die
Kardinalitit einer Menge M, bezeichnet mit | M|, ist definiert als die kleinste Ordinalzahl «,
sodass eine Bijektion zwischen o und M existiert, d.h. |ag| = |M|. Formal ldsst sich die
Ordinalzahl | M| wie folgt definieren:

M| = () {a € Q:3f € “M (f ist bijektiv) }

wobei noch zu beweisen wiire, dass {a € Q : |a| = | M|} eine Menge ist. Nach Definition ist
| M| also immer eine Ordinalzahl.

Ist « = | M| fiir eine Menge M, so ist v eine Kardinalzahl. Fiir Kardinalzahlen « gilt also
k = |k|. Zum Beispiel sind die Elemente aus w, wie auch w selber, Kardinalzahlen, hingegen
sind w + 1 oder w - w keine Kardinalzahlen, denn es gilt |w + 1| = |w - w| = w.

Weil Kardinalzahlen immer auch Ordinalzahlen sind, sind diese, wie die Ordinalzahlen,
wohlgeordnet (durch €).

Die Ordinalzahl w ist die kleinste unendliche Kardinalzahl — manchmal schreibt man fiir Kar-
dinalzahl w auch wy. Die kleinste Kardinalzahl, welche grosser als w ist, wird mit w; bezeichnet.
Die Kardinalzahl w; ist also die kleinste iiberabzédhlbare Ordinalzahl. Analog ist wy die kleinste
Kardinalzahl, welche grosser als w; ist, etc. Weiter ist zum Beispiel w,, die w-te unendliche
Kardinalzahl, w,,, ist die w;-te unendliche Kardinalzahl und allgemein ist fiir o € 2, w, die
«a-te unendliche Kardinalzahl. Um Kardinalzahlen besser von Ordinalzahlen unterscheiden zu
konnen, schreibt man oft X, anstelle von w, —wobei N, genannt “Aleph”, der erste Buchstabe
des hebriischen Alphabets ist.

Fiir Kardinalzahlen x €  gilt immer x € w oder « ist eine Limesordinalzahl: Ist x ¢ w, so
ist entweder w = x (also x Limesordinalzahl) oder w € k. Wire nun x = « + 1 fiir ein o € €
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(d.h. k Nachfolgerordinalzahl), so wire f : « + 1 — o mit

0 fir 5 = «a,
f(B)=<p8+1 firpecuw,
16 sonst,
eine Bijektion zwischen x und «, d.h. |o| = |k|. Aus a < k erhalten wir |k| < K, also ist K

keine Kardinalzahl.

DIE KONTINUUMSHYPOTHESE

Mit dem SATZ VON CANTOR ist w < |Z?(w)| und mit Proposition 6.2 haben wir | Z(w)| =
|R|. Die Frage stellt sich nun, wie gross ¢ := |R] ist (¢ steht fiir die Kardinalitit des Kontinu-
ums). Cantors Kontinuumshypothese CH besagt nun, dass ¢ die kleinste Kardinalzahl grosser
als w ist, d.h. CH ist die Aussage ¢ = w;. Mit der Forcing-Technik von Cohen lésst sich zeigen,
dass CH unabhiingig ist von ZFC, d.h. es gibt Modelle von ZFC in denen CH gilt, und es gibt
solche, in denen CH nicht gilt. Bei den letzteren Modellen hat man gewisse Freiheiten, wie gross
¢ sein kann. Zum Beispiel ist ¢ = wa3, ¢ = w41, oder ¢ = w,,, jeweils konsistent mit ZFC, aber
zum Beispiel ist ¢ = w,, oder auch ¢ = w,,, nicht konsistent mit ZFC.

Gilt CH, so existiert eine Bijektion f : w; — R. Fiir jedes o € wy ist also 7, := f(«) eine
reelle Zahl, und weil w; die kleinste {iberabzihlbare Kardinalzahl ist, ist fiir jedes o € w; die
Menge {73 : 5 € a} C R abzihlbar.

KARDINALZAHLARITHMETIK

Fiir beliebige Kardinalzahlen « und A definieren wir:
K+ A= |(rx {0})U (A x{1})

Weil fiir alle Mengen A gilt ]A2| = |Z(A)|, wird die Kardinalitit der Potenzmenge einer
Kardinalzahl « iiblicherweise mit 2" bezeichnet. Insbesondere ist ¢ = 2%, weil ¢ = |2 (w)].
Beachte, dass mit dem SATZ VON CANTOR fiir alle Kardinalzahlen « gilt k < 2".

Fiir das Rechnen mit Kardinalzahlen gelten dieselben Gesetze wie fiir natiirliche Zahlen.
Insbesondere gelten fiir Potenzen von Kardinalzahlen die Potenzgesetze.

: K- A= |k X A f@’\::})‘

A

PROPOSITION 6.3. Die Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen ist assoziativ und kom-
mutativ und es gilt das Distributivgesetz fiir die Multiplikation iiber der Addition. Weiter haben
wir fiir alle Kardinalzahlen k, A,

R =1k RPN = (R (k- NE = RE N

Beweis. Aus den obigen Definitionen folgt sofort, dass die Addition und Multiplikation von
Kardinalzahlen assoziativ und kommutativ ist und das Distributivgesetz gilt. Um die Potenzge-
setze nachzuweisen, seien k, A, u beliebige Kardinalzahlen.

Fiir jede Funktion f : (A x {0}) U (1 x {1}) — & seien die Funktionen f) : (A x {0}) — &
und f, : (u x {1}) — & so, dass fiir jedes z € (A x {0}) U (1 x {1}),

fla) = fu(x) fallsz € A x {0},
= fulz) fallsz e px {1}.

Es ist leicht nachzupriifen, dass jeder Funktion f : (Ax{0})U(ux{1}) — ~ genau ein Paar von
Funktionen (f, f,) entspricht, und dass umgekehrt jedes Paar von Funktionen (f), f,) genau
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eine Funktion f : (Ax {0})U(ux{1}) — & definiert. Somit haben wir eine Bijektion zwischen
kM und KA - KH.

Fiir jede Funktion f : y — A

Kk,sei f 1 x A\ — k so, dass fiir alle € pund alle 3 € A gilt
F({e.8)) = F(a)(B).
Es ist leicht nachzupriifen, dass die Abbildung
‘LL()‘FL) XA
f—f
bijektiv ist, und somit haben wir auch k#* = (k*)* gezeigt.
Fiir jede Funktion f : ;4 — k x A seien die Funktionen f, : © — xund f, : © — X so,

dass fiir jedes o € pu gilt f(a) = (f.(a), fr(«)). Es ist wieder leicht nachzupriifen, dass die
Abbildung

PR X A) — HrxHX
f — <ff$7 f/\>
bijektiv ist, und somit haben wir auch die Gleichung (x - \)* = k# - \* gezeigt. 4

Das néchste Resultat zeigt, dass die Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen sehr
einfach ist.

THEOREM 6.4. Fiir alle Ordinalzahlen «, 5 € () gilt
W + Wp = Wy - Wg = Waug = Max{Wy, ws}.
Insbesondere gilt fiir jede unendliche Kardinalzahl k, k? = k.

Beweis. Weil die Kardinalzahlen linear geordnet sind, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle o € (2
gilt w, - Wy = Wa.

Fir o = 0 wissen wir bereits, dass |w x w| = w gilt, und somit haben wir wy - wy = wp.
Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass ein o € () existiert, sodass w, - W, > w,. Weil die
Ordinalzahlen wohlgeordnet sind, existiert eine kleinste Ordinalzahl oy mit dieser Eigenschaft,
d.h. wa, - Way > Wa, und fiir alle 5 € ap ist wg - wg = wg. Auf der Menge w,,, X w,, definieren
wir die Ordnungsrelation < durch

max{vy, 01} < max{ys,ds}, oder
<’}/1, 51) =< <’}/2, 52> < max{%, (51} = max{vg, (52} N Y1 < Y9, oder
max{v1, 01} = max{ye,da} A1 =2 A < do.

Die folgende Graphik soll die Ordnungstruktur von w,, X wg, (bzgl. <) veranschaulichen:
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Beziiglich der Ordnungsrelation < sind die kleinsten Elemente von wq, X wq,
(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1) <(0,2) < (1,2) < (2,0) < (2,1) < (2,2) <(0,3) < ---
und allgemein haben wir fiir & € § € w,, immer (o, 8) < (3, a).

Es ist leicht nachzupriifen, dass die Ordnungsrelation < eine lineare Ordnung auf w,, X wq,
ist, und weil w,, eine Ordinalzahl ist, ldsst sich zeigen, dass < sogar eine Wohlordnung auf
Way X Way 18t: Sei X C w,, X Wy, eine nicht-leere Menge. Aus all den Paaren (v, ) € X mit
kleinstem max{~, } wihlen wir zuerst die Paare mit der kleinsten ersten Koordinate -y, aus,
und aus diesen Paaren wiederum das Paar mit der kleinsten zweiten Koordinate dy. Das Paar
(70, 00) € X ist dann das <-minimale Element von X.

Aus dem Beweis des Wohlordnungsprinzips folgt, dass es eine (und nur eine) Ordinalzahl
n € €1 gibt, sodass eine Bijektion I' :  — w,, X w,, existiert mit der Eigenschaft, dass fiir alle
a, o € ngilt:

a<d < Tla) <T ()
Da mit unserer Annahme die Ungleichung w,, < |wa, X wa,| gilt, haben wir w,, < |n|. Sei nun
<'YOa 50> = F(wao)'
Da w,,, € 7 ist, gibt es solch ein Paar (7, dg) € wa, X Wa,. Insbesondere sind 7o, by € wa,,, und
fiir v = max{~y, do} haben wir
V| < wa, und  we, < |v Xy
Schliesslich sei wg = |v|. Dann ist § < a und mit der Wahl von von w,, gilt ws - ws = wg.
Andererseits 1St wg-wp 2> Wa, und da w,, > wp erhalten wir den gewiinschten Widerspruch.

Als eine Folgerung aus Theorem 6.4 erhalten wir folgendes Resultat.

KOROLLAR 6.5. Ist k eine unendliche Kardinalzahl, so gilt:
(a) Fiiralle n € w ist k"™ = k.

(b) D e " =K

() K" = 27

Beweis. (a) Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber n € w: Ist n = 0, dann gilt nach Defini-
tion k' = k. Ist n = 1, dann erhalten wir mit Theorem 6.4, k? = k. Sei die Aussage KT = g
bewiesen fiir ein n € w. Dann ist x"™2 = k - k" und mit der Voraussetzung erhalten wir
k"2 = k - k. Mit Theorem 6.4 erhalten wir schliesslich k"2 = k.

(b) Mit (a) erhalten wir Y k" =1+k+r*+...+Kx"+...=14+Kk-w=1+Kk=-r

(c) Weil x unendlich ist, gilt k* = |Fk| > |2| = 2". Andererseits ist jede Funktion f € Fx
eine Teilmenge von k x k. Somit ist |Fx| < |Z2(k X k)| und weil |k x k| = k, erhalten wir
k" < |Z2(k)| = 2". Mit dem CANTOR-BERNSTEIN THEOREM folgt somit k" = 2". 4

Beziiglich ¢ erhalten wir zum Beispiel ¢¢ = 2%, und weil ¢ = 2%, ist
= (2¥)" =2 =2Y =
Fiir eine unendliche Kardinalzahl « sei k<“ die Kardinalitit der Menge der endlichen Se-
quenzen die mit den Elementen von x gebildet werden konnen, also
K<Y = ‘{s ew:ne w}}
Mit Korollar 6.5.(b) gilt dann k< = »_ _ +™ = . Weil nun jede endliche Teilmenge von

x nach der Grosse ihrer Elemente geordnet werden kann, folgt daraus, dass die Menge der
endlichen Teilmengen einer unendlichen Kardinalzahl x ebenfalls die Kardinalitit « hat.



7. GRUNDBEGRIFFE DER GRAPHENTHEORIE

KNOTEN, KANTEN, GRADE

Ein Graph kann aufgefasst werden als eine .#’-Struktur mit einem Bereich V', wobei die Sig-
natur .Z aus einer oder mehreren bindren Relationssymbolen £ bzw. Ey, ..., E}, (fiir k € w)
besteht. Ein Graph G besteht also aus einer Menge 1/, den sogenannten Knoten (engl. vertices),
und einer oder mehrerer Mengen &/ C V' x V bzw. Ly,..., Ex C V x V, den sogenannten
Kanten (engl. edges). Wir schreiben also G = (V, E) bzw. G = (V, Ey, . .., Ey).

zFEy bzw. (z,y) € F bedeutet, dass z und y durch eine Kante von = nach y verbunden
sind; x und y heissen dann adjazent. Ist G = (V| F) ein Graph und ist die Relation £ sym-
metrisch, d.h. Vx,y € V (xEy <> yFEz), so ist G ein ungerichteter Graph, andernfalls ist
G ein gerichteter Graph, auch Digraph genannt. Ist G = (V, E) ein ungerichteter Graph, so
indentifizieren wir die Kanten (x, y) und (y, ) und schreiben {z,y} € E.

Eine Kante (x,z) heisst Schlinge (engl. loop). Ein Graph G = (V, E) ist schlingenfrei,
wenn er keine Schlingen besitzt, wenn also Vo € V (-x Ex) gilt. Wenn wir mehrere Relationen
Ey, ..., Ex in Z haben, so kann der Graph (V, Ey, ..., Fjy) auch mehrere Kanten zwischen
zwei Knoten z und y besitzen. Solche Mehrfachkanten sind verschieden, da sie zu verschiede-
nen Relationen FE; gehoren. Ein Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten heisst schlicht.

Ist G = (V, E) ein endlicher Graph, d.h. V = {vy,...v,} fireinn € wund E CV x V,
so konnen wir den Graphen G mit einer (n x n)-Matrix A(G) = (a;;), der sogenannten
Adjazenzmatrix von G, darstellen, welche wie folgt definiert ist:

1 falls (v;,v;) € E,
;i =
I 0 sonst.

Ist G = (V, Ey,. .., Ey) ein endlicher Graph mit Mehrfachkanten, so ist die Adjazenzmatrix
A(G) von G die Summe der Adjazenzmatrizen A(G)) der Graphen G; = (V, E;), d.h. A(G) =
Zf:o A(G),). Die Adjazenzmatrix A(G) eines Graphen G ist genau dann symmetrisch, wenn G
ein ungerichteter Graph ist.

Beispiel eines gerichteten Graphen und seiner Adjazenzmatrix:

7

6 >

SO o oo+~ O
OO R Rk O
_ ook OO
S W o N OOo
SO OO~
OR OO O

@
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Der Grad eines Knotens x € V' “misst” wie viele Kanten von x ausgehen bzw. in © zusam-
menkommen.

Wir definieren Grade von Knoten zuerst fiir Digraphen: Sei G = (V, E') ein Digraph. Fiir
x € V seien

I(z):={yeV:{(r,y) € E} und TI' (2):={yeV:(yz) €E}.
Weiter seien
deg®(z) ;== [T (z)| und deg (z):= [T (z)|.

Fiir € V heisst deg™ () positiver Halbgrad von = und deg ™ (z) heisst negativer Halbgrad
von x. Manchmal wird deg” (x) auch mit du,(z) und deg™ () auch mit d;,(x) bezeichnet.
Schliesslich sei deg(z) := deg™ (z) + deg™ (z) der Grad von . Beachte: Schlingen werden fiir
den Grad doppelt gezihlt.

Ist G = (V, E') ein ungerichteter Graph, so definieren wir fiir z € V:
I(z):={yeV:{z,y} € E} und deg(z):=|[(z)|+|[{z €V :{z} e E}|

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit deg(z) = r fur alle z € V heisst regulidr vom Grad r.

Ein ungerichteter Graph heisst vollsténdig, falls fiir alle Knoten x # y gilt {z,y} € E. Der
vollstindige, ungerichtete, schlichte Graph mit n Knoten wird mit K, bezeichnet. K, ist ein
reguldrer Graph vom Grad n — 1.

TEILGRAPHEN, PFEIL- UND KANTENZUGE

Seien G = (V,E) und G’ = (V', E’) Graphen mit V' C V und E' C E, so ist G’ ein
Teilgraph von G, geschrieben G’ C G.

Spezialfiille
e Sei U C V. Der durch U erzeugte Teilgraph G’ = Gy C G ist definiert durch
V':=U und E:={(z,y) € E:{z,y} CU}.
e Sei F' C FE. Der durch F' erzeugte Teilgraph G' = G C G ist definiert durch
V' i= U{{:p,y} CV:i(z,yy€F} und E :=F

Sei G = (V, E) ein Digraph (nicht notwendigerweise schlingenfrei) und sei H C F eine
nicht-leere, endliche Kantenteilmenge sodass fiir ein [ > 1 gilt:

|H| =1 und H= {(xo,xl), (x1,T9), ..., (asl_l,:zm}.

Der durch H erzeugte Teilgraph Gy heisst Pfeilzug von x( nach x; der Linge [. Wir unter-
scheiden:

o offener Pfeilzug, falls xq # x;
e geschlossener Pfeilzug falls xy = 7,

Beachte, dass in einem Pfeilzug die Kanten paarweise verschieden sind. Falls auch die z; paar-
weise verschieden sind, so heisst G Bahn von x nach x; der Liange [. Falls die x; paarweise
verschieden sind ausser zy = z;, so ist Gy ein Wirbel.

Aus den Definitionen folgt, dass jeder offene Pfeilzug von a nach b eine Bahn von a nach b als
Teilgraphen enthilt, und dass jeder geschlossene Pfeilzug immer einen Wirbel als Teilgraphen
enthalt.
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Fiir ungerichtete Graphen sind die Definitionen analog und wir sprechen im ungerichte-
ten Fall von offenen bzw. geschlossenen Kantenziigen (anstelle von Pfeilziigen), sowie von
Wegen und Kreisen (anstelle von Bahnen und Wirbeln).

Die Definition sind analog fiir Graphen mit Mehrfachkanten, wobei Mehrfachkanten wieder
als verschieden betrachtet werden.

Ein Graph (gerichtet oder ungerichtet) heisst zusammenhingend, wenn jedes Paar von ver-
schiedenen Knoten durch einen Weg (ungerichtet) verbunden ist.

PFEILFOLGEN BESTIMMTER LANGE

Eine Folge der Linge [ von Kanten (x, 1), (z1,22), ..., (2;-1, ;) eines Graphen G =
(V, Ey, ..., Ey), in der Kanten auch mehrfach vorkommen konnen, nennen wir eine Pfeilfolge
von xo nach x; der Linge [.

Mit der Adjazenzmatrix eines Digraphen G = (V, Ey, ..., E}) konnen wir bestimmen, wie

viele verschiedene Peilfolgen einer bestimmten Linge es zwischen zwei Knoten gibt.

PROPOSITION 7.1. Sei G = (V, Ey, ..., Ey) mit V = {vy,...,v,} ein endlicher Digraph und

sei A die Adjazenzmatrix von G. Sei A* die k-te Potenz von A fiir ein k > 1. Ist AF := (ay;]) ,
(k]

so ist a;; die Anzahl der verschiedenen Pfeilfolgen von v; nach v; der Linge k.

Beweis. Mit Induktion nach k. Fiir £ = 1 folgt die Behauptung aus der Definition der Adja-
zenzmatrix. Es gilt also fir alle [, 5 € {1,...,n}:
ag] ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Lange 1 von v; nach v;.
Sei die Behauptung richtig fiir ein £ > 1. Dann gilt fir alle i, [ € {1,...,n}:
ay;] ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge k& von v; nach v;.
Somit gilt fiir jedes ¢, fiir jedes 7 und fiir jedes I:
az[.lf] ~ al[;] ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge & + 1 von v; nach v; via vy,

und

aEI;H] = Z ay;] . aE] ist die Anzahl der Pfeilfolgen der Linge k + 1 von v; nach v;.
=1

Obiges Beispiel mit A*: Es gibt 4 verschiedene Pfeilfolgen a, b, ¢, d der Linge 4 vom Knoten 6
zum Knoten 5.

1 d

3
T \&,. 574 7 51
3 363 7 42
ai, by,|c1,dy 49 3 14 7 7
@ g 2 132 3 11
5 161 11 46
341 5 42

)4
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EULER’SCHE LINIEN & EULER’SCHE PFEILZUGE

PROPOSITION 7.2. Sei G = (V, E) ein endlicher, ungerichteter Graph. Dann gilt:
(a) Ist |E| =m,d.h.

{{z,y} SV : (x,y) € E}| =m,
soist Y .. deg(r) = 2m.
(b) Fiir alle Knoten xz € V ist }{x € V : deg(x) ist ungerade} | ist gerade.

Beweis. (a)Inder Summe ) _, deg(r) wird jede Kante zweimal gezihlt (auch bei Schlingen),
denn jede Kante verbindet entweder zwei verschiedene Knoten oder sie ist eine Schlinge.
(b) Dies folgt direkt aus (a). 4

Enthilt ein geschlossener Kantenzug eines Graphen G samtliche Kanten von G, so heisst der
Kantenzug Euler’sche Linie des Graphen GG, und G heisst Euler’scher Graph.

PROPOSITION 7.3. Ein endlicher, ungerichteter, zusammenhingender Graph G ist genau dann
ein Euler’scher Graph, wenn jeder Knoten von GG geraden Grad besitzt.

Beweis. (=) Besitzt G eine Euler’sche Linie, so kann G in einem Zug gezeichnet werden.
Somit ist beim Durchlaufen der Kanten jeder Knoten genauso oft Endpunkt wie Anfangspunkt
einer Kante.

(<) Hat jeder Knoten geraden Grad, so hat, weil der Graph zusammenhingend ist, jeder
Knoten mindestens Grad 2.

Wir starten nun in irgend einem Knoten x(. Da jeder Knoten geraden Grad hat, konnen wir
von jedem von x( verschiedenen Knoten aus weiter gehen, und da der Graph endlich ist, miissen
wir nach endlich vielen Schritten wieder zu x(y kommen. Folglich gibt es einen geschlossenen
Kantenzug beginnend in x.

Haben auf diesem Kantenzug alle Kanten besucht, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es
auf dem Kantenzug ein Knoten x;, von dem unbesuchte Kanten ausgehen. Deren Anzahl ist
notwendigerweise gerade.

Wir beginnen nun im Knoten z; und gehen so lange entlang von noch nicht durchlaufenen
Kanten, bis wir wieder beim Knoten x; ankommen. Die beiden so erhaltenen Kantenziige kon-
nen wir zu einem einzigen Kantenzug zusammenfiigen, der in x, beginnt und endet.

Haben wir nun auf diesem Kantenzug alle Kanten besucht, so sind wir fertig. Andernfalls
machen wir weiter wie oben. Da nun der Graph zusammenhingend ist, wird schliesslich jede
Kante besucht und der resultierende geschlossene Kantenzug ist eine Euler’sche Linie. 4

Eine Umformulierung der obigen Proposition gibt uns den folgenden Satz von Euler.

THEOREM 7.4 (Euler). Sdmtliche Kanten eines endlichen, ungerichteten, zusammenhingenden
Graphen G konnen genau dann in einem geschlossenen Kantenzug durchlaufen werden, wenn
jeder Knoten von GG geraden Grad besitzt.

Enthilt ein offener Kantenzug eines Graphen GG sdmtliche Kanten von G, so heisst der Kan-
tenzug offene Euler’sche Linie des Graphen G.
Wie oben konnen wir folgende Proposition beweisen:

PROPOSITION 7.5. Ein endlicher, ungerichteter, zusammenhingender Graph G besitzt genau
dann eine offene Euler’sche Linie, wenn genau zwei Knoten von GG ungeraden Grad besitzen.

Analog zu (offene) Euler’sche Linie definieren wir (offener) Euler’scher Pfeilzug. Wie oben,
konnen wir folgende Proposition beweisen.
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PROPOSITION 7.6. Ein endlicher, gerichteter, zusammenhingender Graph G = (V, E) besitzt
genau dann einen Euler’schen Pfeilzug, bzw. einen offenen Euler’schen Pfeilzug, wenn fiir alle
x € V gilt deg®(z) = deg™ (), bzw. fiir genau zwei Knoten x,, x5 € V gilt deg™ (x;) —
deg™ (z1) = 1 und deg™ (z3) — deg™ (w5) = —1.

Beispiele:

e Der folgende Graph kann in einem Zug gezeichnet werden.

Eine Moglichkeit ist zum Beispiel:

e Dominoproblem: Die Aufgabe ist, simtliche Dominosteine eines Dominospiels, in dem
die Augenzahlen der Steine von 0 bis 16 gehen und auch Doppelsteine mit zweimal
derselben Augenzahl vorkommen, so zu einer fortlaufenden (unverzweigten) geschlos-
senen Kette aneinanderzureihen, dass die aneinander grenzenden Hilften zweier Steine
stets dieselbe Augenzahl aufweisen.

Um dieses Problem zu 16sen betrachten den Graphen G = (V, E) mit

V o= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16},
E = {{a,b}:a,beV}.

G ist dann ein regulidrer Graph vom Grad 18 (der K77 mit 16 Schlingen enthilt). Da
18 gerade ist, besitzt G eine Euler’sche Linie, und weil jede Kante als ein Dominostein
aufgefasst werden kann (die Nummern der Knoten, welche durch eine Kante verbunde-
nen werden, bezeichnen die Augenzahlen auf dem zur Kante gehorenden Dominostein),
entspricht jede Euler’sche Linie in G einer Losung des Dominoproblems.
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e Eine zyklische 0-1-Folge der Linge [ heisst De Bruijn—Folge, wenn fiir ein £ > 1
jedes bindre Wort der Linge k£ genau einmal als Teilwort (zyklisch) auftritt. Aus der
Definition folgt, dass, falls eine solche Folge existiert, [ = 2k ist.

Wir zeigen nun, dass zu jedem £ eine De Bruijn—Folge existiert: Fiir k£ = 1 ist die
zyklische Folge 01 der Linge 2 eine De Bruijn—Folge. Sei nun £ > 2. Wir betrachten
den Graphen G, = (V, E) mit

Vo= {{(bi,... b)) s b € {0, 1},
E = {<<b1,...,bk,1>, <bQ,...,bk>>: <bl,...,bk,1>,<b2,...,bk>ev}.

Esist |[V| = 2¥=1 und |E| = 2*. Weiter gilt fiir alle z € V, deg™(z) = deg™ (z) = 2,
und somit enthilt GG, einen Euler’schen Pfeilzug. Jeder Euler’sche Pfeilzug von G, der
Linge 2% erzeugt in natiirlicher Weise eine De Bruijn—Folge. Ein Beispiel fiir k = 4:

Euler’scher Pfeilzug

De Bruijn—Folge

> 001 0(.)0 0(.)0
A 8 2 19}{ 0 F‘o 001
110e ° (010
111 e 101
14 7 3 10 [
111 e e (011
@ 011 <110
6 4
001 e <o

110 J«—— 011 100010
13 \< 11

12

Bemerkung: Zu jedem k > 1 existieren bis auf zyklische Vertauschung genau 92tk
De Bruijn—Folgen. Fiir £ = 1 und k£ = 2 existieren somit nur die De Bruijn—Folgen
01 bzw. 0011, und fiir & = 3 existieren die beiden De Bruijn—Folgen 00010111 und
00011101.
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HAMILTON’SCHE GRAPHEN

Ein endlicher ungerichteter Graph G = (V, F) ist ein Hamilton’scher Graph, bzw. G ist
hamiltonsch, wenn G einen Kreis —einen sogenannten Hamilton-Kreis — besitzt der alle Kno-
ten von GG enthilt. Mit anderen Worten, GG ist hamiltonsch genau dann, wenn es in G einen
Kreis gibt, der alle Knoten von G enthilt. Es ist kein einfaches Kriterium bekannt, mit wel-
chem entschieden werden kann, ob ein Graph hamiltonsch ist (im Gegensatz zum Beispiel zu
Euler’schen Graphen).

Beispiele fiir hamiltonsche Graphen sind die vollstindigen Graphen K, (fiir n > 2) sowie
die Kantengraphen der fiinf platonischen Korper:

Dodekaeder lkosaeder

Ebenfalls hamiltonsch sind die Kantengraphen der k-dimensionalen Wiirfel (fir £ > 2).
Dafiir zeigen wir zuerst den folgenden Satz tiber Gray-Codes: Eine zyklische Folge, bestehend
aus den 2% verschiedenen biniren Wortern der Linge k > 1, heisset Gray-Code, falls sich je
zweil aufeinander folgende Worter in genau einer Stelle unterscheiden.

PROPOSITION 7.7. Zu jedem k > 1 existiert ein Gray-Code.
Beweis. Mit Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist die zyklische Folge 0, 1 der einzige Gray-Code. Ist
(al, c. ,GQk)
ein Gray-Code fiir k, wobei jedes a; ein binires Wort der Linge k ist, so sind die 2**! binziren
Worter
(Oal, o, 0a9k, 1 agk, Lagk_q,..., 1a1)
der Lange k£ + 1 ein Gray-Code fiir k& + 1. 4

KOROLLAR 7.8. Der Kantengraph des k-dimensionalen Wiirtels (fiir k > 2) ist hamiltonsch.
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Beweis. Die bindren Worter der Linge &k konnen als Ecken eines k-dimensionalen Wiirfels
aufgefasst werden. Ein Gray-Code entspricht dann einem Hamilton-Kreis im Kantengraphen
des k-dimensionalen Wiirfels. 4

Beispiel: Im Fall k = 4 gibt uns der Beweis von Proposition 7.7 den folgenden Gray-Code mit
dem entsprechenden Hamilton-Kreis im Kantengraphen des 4-dimensionalen Wiirfels.

Gray-Code Hamilton-Kreis

o

.~
Y
7

1110 —~ 1111

[P

1101

1
1
1
|
[
1
1
-7
1
1
1
1
1
1
1
*

1000 1001

-
-

e e e T O e e e S e B o Bl o Bl

-
1 -7

1
1
1
1
1

—
(-]

!

1010 —— 1011

—_ = == OO OO R~ R P, OO
_ RO O = O OBk P, O O = O

i e e e e DO OO OO O

OO O
[es}
o

DER HEIRATSSATZ

Die Knotenmenge eines bipartiten Digraphen (A, B, E') besteht aus zwei disjunkten Men-
gen A, B (d.h. die Knotenmenge ist AU B) und einer Kantenmenge £ C A x B.Fir X C A
und Y C B sei

EX ={yeB:Jre X (zEy)} und E'Y:={ze€A:JyecY (zEy)}.

Erweitern wir die Kantenmenge £ eines bipartiten Digraphen (A, B, E) zu

E*:=EU{(y,x): (z,y) € E},
soist (A, B, E*) ein ungerichteter bipartiter Graph.

Ist (A, B, E) ein bipartiter Digraph und gilt zF'y, also insbesondere x € A und y € B, so
sagen wir, dass x und y befreundet sind. Eine injektive Funktion 7 : A — B mit 7 C E ist dann
eine Verheiratung aller Elemente von A mit Elementen der Menge B, wobei nur befreundete
Elemente miteinander verheiratet werden.

DER HEIRATSSATZ (Hall). Sei (A, B, F) ein bipartiter Digraph. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(a) dr € Ap (7T C E und T ist injektiv), d.h. es gibt eine Verheiratung aller Elemente
von A mit Elementen von B.

(b) Hall’sche Bedingung: VX C A (|X| < |EX])
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Beweis. (a)=-(b): Aus (a) folgt | X| = |7[X]| < |EX]| fir alle X C A.

(b)=-(a): Mit Induktion nach |A| =: n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei n > 1 und sei der Satz
bewiesen fiir alle »’ mit 1 < n’ < n. Wir betrachten die folgenden beiden Fiille.

1. Fall: Fir alle X C Asei |X| < |[EX|. Sei d’ EV und sei A’ := A\ {d'}, B’ := B\ {0}
und £ := EN (A" x B'), d.h. E’ ist die Menge aller Kanten in £ die weder in o’ starten noch
in b’ enden. Dann ist (A’, B’, E’) ein bipartiter Digraph und mit unserer Annahme folgt

XCA = |X|<|EX| = | X|<|EX|-1<|EX\{V}| =|F'X]|.
Mit der Induktionsvoraussetzung fiir n’ := |A’| = n—1 erhalten wir eine Injektion 7’ : A" — B’
mit 7 C E" und
mi=7 U{{d,V)}
hat die gewiinschten Eigenschaften.

2. Fall: Es existiert A; C A mit |A;| = |EA;|. Sei By := EAj,und sei Ay := A\ Ay, By :=
B\ By, Ey := EN(A; X By) und Ey := EN(Ay X By). Nun kann die Induktionsvoraussetzung
sowohl auf (A;, By, Ey) wie auch auf (As, By, Ey) angewandt werden und wir erhalten zwei
Injektionen 77 : Ay — By und my : Ay — By mit m; C FEj und w9 C Fj5. Die Existenz einer
Injektion 7y ist klar, denn aus X C A; folgt EX C B;. Um zu sehen, dass eine Injektion
my : Ay — By existiert, nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass eine Menge X C A,
existiert mit | X| > [F2X |, wobei Fo X C Bsy. Mit der Definition der Mengen A; und A, der
Annahmen |A;| = |E'A;| und |E2 X | < |X|, sowie der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

|E(A UX)| = |EALUEX| = |EAUEX| = |EA| + |ExX| < |Ay| + | X| = |A U X],

was aber ein Widerspruch zur Voraussetzung (b) ist.

Mit den Injektionen 7, und 7, definieren wir nun 7 : A — B wie folgt:

r(a) = {m(a) fira € A,

mo(a) sonst.

Dannist 7 : A — B eine Injektion mit 7 C F, d. h. m hat die gewiinschten Eigenschaften.

Das folgende Resultat behandelt den Fall, wenn jedes Element aus A (bzw. B) mit r (bzw. s)
Elementen aus B (bzw. A) befreundet ist.

KOROLLAR 7.9. Sei (A, B, F) ein bipartiter Digraph mit |A| = n < m = |B|. Existieren
positive ganze Zahlen r und s, sodass gilt Va € A (|E{a}| = r) und Vb € B (|E~'{b}| = s),
so existiert eine Verheiratung aller Elemente von A mit Elementen von B.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Hall’sche Bedingung erfiillt ist. Nach Voraussetzung gilt
r-n = |E] = s-m.Somit ist s = =%, und weil n < m ist s < 7. Wire nun die Hall’sche
Bedingung nicht erfiillt, so géibe es eine Menge X C A mit ! := |X| > |EX| =: k. Sei
B :=EXund E':= EN (X x B').Dannistr - = |E'| < s- k, also s > %.Weill > k ist
%l > r und somit erhalten wir s > r, was aber s < r widerspricht. 4

Um den nichsten Satz zu formulieren, miissen wir die Begriffe trennende Knotenmenge und
Paarung einfiihren.

Sei G = (V, F) ein beliebiger ungerichteter Graph und seien A, B C V zwei disjunkte
Knotenmengen (d.h. AN B = (). Weiter sei U C V eine beliebige Knotenmenge. Dann
werden die Mengen A und B durch die Menge U getrennt, wenn jeder Kantenzug von einem
Knoten a € A nach einem Knoten b € B mindestens einen Knoten aus U enthilt. Die Menge
U ist dann eine trennende Knotenmenge (engl. separator) bzgl. den Mengen A und B.
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Sei G = (V, E) ein beliebiger ungerichteter Graph. Eine Paarung (engl. matching) ist eine
Teilmenge m C FE fiir die gilt:

Vi, y), (') €7 (@) # (@) = {oybniay} =0)

Eine Paarung in einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist also eine Injektion 7 : A — B,
wobei A und B zwei disjunkte Knotenmengen von V' sind und fiir alle (a,b) € 7 gilt, dass a
und b adjazent sind.

THEOREM 7.10. Sei (A, B, E) ein ungerichteter bipartiter Graph mit |A| =: n. Dann gilt:

max 7| = n — max (|X| — |[EX]|) = min|U]
7 Paarung XCA S——~— U trennt A& B
Defekt von X
Beweis. max |r| > n — max(|X| — |EX|): Wir definieren [ als den maximalen Defekt, also

[ := max (|X| - |[EX]).
XCA

Sei Xy € Amit | Xo| — |[EXy| =l und sei k := | Xy|. Dann ist | EXy| = k& — [. Sei nun weiter
Yo:=A\ Xy, E={(z,yyeF:zeXo}, E"={{z,y)eE:xeYoNy¢ EXy}.
1. Behauptung: (Yy, E"Yy, E") erfiillt die Hall’sche Bedingung.
Denn: Sei Y C Yy mit |Y| > |E"Y|, dann wiire | XoUY| — |[E(XoUY)| > [, was der

Definition von [ widerspricht. Also existiert eine Injektion 7 : Yy — E”Yy mit 7”7 C E”,
insbesondere ist 7" eine Paarung.

2. Behauptung: (EX,, Xy, (E')™!) erfiillt die Hall’sche Bedingung.
Denn: Sei Z C EXymit |Z| > |(E)'Z|, d.h. |Z] > | Zy|.
——

=:Zy
Dann wire

1 X0\ Zo| — |E(Xo \ Zo)| = |Xo| — | Zo| — (|EXo| — |Z]) =
(|X0’ - |EX0|) + (|Z| - |Z0|) > 1,

was der Definition von [ und X, widerspricht. Also existiert eine Injektion 7’ : FXy — X mit
7' C E, insbesondere ist 7’ eine Paarung.

Mit den Paarungen 7" und 7’ lédsst sich dann die Paarung 7 := 7" U 7’ konstruieren fiir die
gilt 7| = n — [, insbesondere ist max 7| > n — [.

n —max(|X| — |EX]|) > min|U|: Seien X, und [ wie oben und sei
Up:= (A\ Xo) UEX,.
Dann trennt Uy sicher A und B und es gilt
Usl = (n— | Xol) + (I Xo| = 1) =n—1.

min [U| > max|7|: Sei 7 eine Paarung und U C A U B eine Knotenmenge die A und B
trennt. Dann gilt fiir alle (x,y) € 7, {x,y} NU # 0 (d.h. 1 < [{z,y} NU| < 2), und aus der
Definition einer Paarung folgt |7| < |U].

Wir haben somit max 7| > n — max(|X| — |EX]) > min|U| > max |7|, womit das Theorem
bewiesen ist. 4



8. DER VERALLGEMEINERTE EUKLID’SCHE ALGORITHMUS

VoM gg'T' zU KETTENBRUCHEN

Euklid gibt im zehnten Buch seiner Elemente einen Algorithmus an, um von zwei gegebenen
kommensurablen Grossen ihr grosstes gemeinsames Mass zu finden. In neuerer Terminologie
heisst das, von zwei gegebenen (positiven) Zahlen ihren grosster gemeinsamer Teiler (ggT) zu
finden, wobei vorausgesetzt ist, dass solch ein gemeinsamer Teiler existiert.

Der Algorithmus wird wie folgt beschrieben:

() Die beiden Grossen seien a und a;, wobei ay und a, beide positiv sein sollen.
(a) Istag = ay, soist a; = ggT(ag,a;) und wir sind fertig.
(b) Sonst existiert eine grosste natiirliche Zahl by, so dass gilt:

ap > boay

bo ist also die kleinste natiirliche Zahl fiir die gilt: ag < (bp + 1) - a1.
Beachte: Im Falle a¢ < ag ist by = 0.

(¢) Istag = bpay, so ist wieder a; = ggT (ag, ay).

(d) Ist ag > bpai, so muss gelten ag — bpa; < aq, sonst wire ag > (bg + 1) - a3, was
der Definition von by im Schritt (b) widerspricht. Weil ay > bpay ist ag — bpa; > 0.
Definieren wir nun as := ag — bgay, S0 ist ag = bga; + as und 0 < ay < ay.

() Nun gehen wir mit den Zahlen a, und a, zuriick zum Schritt (b) und finden eine grosste
natiirliche Zahl b, so dass a; > bjas.

Betrachten wir die Zahlen ay und a; als Streckenlingen (wie dies Euklid getan hat), so ist
es nicht schwierig einzusehen, dass dieser Algorithmus die grosste Strecke liefert, welche in
beiden Strecken enthalten ist. Mit Zahlen ausgedriickt liefert der Algorithmus also den grossten
gemeinsamen Teiler der Zahlen ay und a;.

Ein Vorteil des Euklid’schen Algorithmus zur Berechnung des gg'I’s zweier Zahlen ist, dass
wir nicht zuerst die Primfaktorzerlegung der beiden Zahlen bestimmen miissen, und wir somit
auch von relativ grossen Zahlen den gg'I' berechnen kénnen.

Beispiel: Fiir ag = 986 und a; = 357 erhalten wir:

986 = 2-357+ 272

357 = 1-272+85

272 = 3-8+ 17
8 = 5-17+0

Damit ist ggT'(986, 357) = 17. Insbesondere erhalten wir as = 272, ag = 85, ay = 17, a5 = 0,
und ferner ist b[) = 2, bl = 1, bg = 3, b3 = 5.
48
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Von diesem Algorithmus ist es nun ein kleiner Schritt zu den sogenannten Kettenbriichen:
Ein endlicher Kettenbruch ist ein Bruch von der Form

1

by +
by +

by +

bs +
1

1
bn—l + E

wobei by, . . ., b, ganze Zahlen und hochstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Wir stellen uns nun die Frage, ob sich jeder Bruch der Form Z—‘; als endlicher Kettenbruch
schreiben ldsst, und wenn ja, wie wir den entsprechenden Kettenbruch berechnen kénnen. Um
dies zu beantworten, gehen wir wie folgt vor:

Zuerst berechnen wir mit dem Euklid’schen Algorithmus den gg'I" von a( und a;.

ao a9 1
apg = b0~a1+a2 = —_— — b0+_ — b0+a_1
a1 a1 s
a a 1
a9 a9 E
a a 1
as = by-as+ay = 2= b2+—4 = bg+a—3
as as a_4
Qn,
a, = by a'n+1+0 = = b,
Any1
Es gilt also
a 1
—Ozbo—f—a—l:bo—l— = by +
aq P b 1 .
1+ a2 1+ 1
as b2 + E
aq
und allgemein erhalten wir
a 1
_0 — bO +
ai 1
b1 + ;
by + 1
bs +
1
1
bnfl + b_

Dieser letzte Ausdruck ist nun ein endlicher Kettenbruch, den wir der besseren Lesbarkeit
wegen mit [by, by, . . ., b,| bezeichnen.
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Da der Bruch Z—(l’ beliebig war, konnen wir also jeden Bruch (d.h. jede rationale Zahl) als
endlichen Kettenbruch schreiben. Es gilt natiirlich auch das Umgekehrte, ndmlich dass jeder
endliche Kettenbruch einer rationalen Zahl entspricht, denn jeder endliche Kettenbruch kann in
einen normalen Bruch umgewandelt werden.

Zum Beipiel haben wir 335 = [2, 1,3, 5], denn:
1
986 _
=2t
14+ ——
1
3+ -

)
Verwandeln wir den Kettenbruch [2, 1, 3, 5] in einen normalen Bruch, so erhalten wir nicht

986 58 . . ‘14 58 __ 5817 __ 986 ..
35-» sondern o7, also einen gekiirzten Bruch (es gilt 37 = 575+ = $=2). Aus Proposition 8.1 und

21°
Lemma 8.2 wird folgen, dass dies immer der Fall ist, denn verwandeln wir einen Kettenbruch

in einen normalen Bruch, so ist dieser Bruch immer gekiirzt.

Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn die Grossen (bzw. reellen Zahlen) aq und a,
keinen gemeinsamen Teiler haben. Dafiir setzen wir zum Beispiel ag = V2 und a; = 1:

2= 1+ (V2
1 V241
V-1 1+ = 2 + (\/E_D
1 V241

o
|
L
-

= = 2 + (V2-1)

Der Euklid’sche Algorithmus angewandt auf a; = v/2 und a; = 1 bricht nie ab und liefert
uns somit unendlich viele positive natiirliche Zahlen b,,. Das heif3t, dass der Kettenbruch von
Z—? = /2 unendlich ist. In unserem Fall erhalten wir den Kettenbruch

1,2,2,2,2,...] = [1,5].

Ein unendlicher Kettenbruch ist ein nicht abbrechender Bruch von der Form

by + 1
ot
by + —
wobei by, b1, by . . . ganze Zahlen und hochstens mit Ausnahme von b alle b; positiv sind.

Ist £ € R eine beliebige, positive, irrationale Zahl, so konnen wir £ immer als unendlichen
Kettenbruch schreiben. Dazu definieren wir fiir positive reelle Zahlen «,

la] :=max{n € N:n <a}.

Dann gilt:
§ = by + n mit by := |£] und ry := & — by, wobei 0 < 71 < 1 bzw. % > 1
o= b 4+ mit by := [~ | und 75 1= ;- — by, wobei 0 < 75 < 1bzw. .- > 1
% = by + 13 mit by = L%j und r3 := % — by, wobei 0 < r3 < 1 bzw. % > 1

und wir erhalten den Kettenbruch [bg, by, bo, . . .].
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Es stellt sich nun die Frage, wie der Kettenbruch [bg, b, bs, . . .| mit £ zusammenhingt. Ein
natiirlicher Ansatz ist, den unendlichen Kettenbruch jeweils nach endlich vielen Schritten ab-
zubrechen und die entsprechenden rationalen Zahlen zu berechnen. Wie wir zeigen werden,
nihern sich diese rationalen Zahlen der irrationalen Zahl £ an, deshalb werden sie Ndherungs-
briiche genannt. Zum Beispiel erhalten wir fiir den unendlichen Kettenbruch [1,2] die folgen-

den Niherungsbriiche =:

P 1 P 3 Py 7 Py 17 Py 41

Q 17 Q@ 27 Q 5 Q3 127 Q4 29"
Néherungsbriiche sind immer gekiirzte Briiche welche, wie wir sehen werden, relativ schnell
konvergieren. Wir kénnen also zum Beispiel /2 beliebig genau berechnen. Was uns noch fehlt,
ist ein einfacher Algorithmus, welcher uns erlaubt, die Niherungsbriiche ohne grossen Aufwand
zu berechnen; dies liefert die folgende rekursive Formel:

P_2 Z:O, P_1 = 1, Pn Z:ann_l—l—Pn_g
Q2 =1, Q-1:=0, Qn = b,Qn-1+ Qn_s

Graphisch dargestellt erhalten wir fiir den Kettenbruch [1,2] folgendes Schema:

nl 2] -1]0] 1121 3] 4
b, 11221212
el o[ 11 ]3] 7] 17]4
Q. 1170 125122

Jede Zahl der dritten Zeile entsteht, indem man die dariiberstehende mit der vorausgehenden
Zahl der dritten Zeile multipliziert und die nichstvorausgehende addiert; analog fiir die vierte
Zeile.

Diesen Algorithmus zur Berechnung von Niherungsbriichen nennen wir verallgemeinerter
Euklid’scher Algorithmus, abgekiirzt vEA. Wir zeigen nun, dass der vEA korrekt ist, bzw.

dass die Briiche % tatsidchlich N@herungsbriiche sind.
PROPOSITION 8.1. Sei [bo, by, . ..] ein unendlicher Kettenbruch. Dann gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen n:
P
boy - -, bn] = ==
foretl =1,

wobei die Zahlen P, und (), mit dem vEA berechnet werden.

Beweis. Den Beweis fithren wir mit Induktion nach n.
n = 0: Es gilt Py = by und QQy = 1, also ist % = by = [bo].

Annahme: [b, ..., b,] = % fireinn € IN.
Wir miissen nun zeigen, dass aus der Annahme folgt: [by, ..., b,, bpy1] = g’;—i. So, wie die
Kettenbriiche aufgebaut sind, gilt:
1
[bo, .-y by, bus1] = [boy .-, bp + 2 ]
n+1
Setzen wir ), := b, + ﬁ, so erhalten wir
1 /
[bU) s 7bn—17 bn + _] = [b07 R bn—lu n} :

bn+1
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Wenn wir nun mit dem Algorithmus den Nédherungsbruch g—fl von [bg, ..., b ] berechnen, so
erhalten wir P, =0/ P,y + P,_», also
bn—l—lann—l + Pn—l + bn—i-an—Q

1
P;L:(bn—i__)Pn—l'}_Pn—Q: - )
bn+1 bn+1

und entsprechend

anrlannfl + anl + bn+1@n72

Qn =
bn+l
Somit haben wir:
[b b /] _ i’r{L o bn+1bnpn71 + Pnfl + bn+1pn72
0y---9Un—-1,VUp Q;L anrlannfl + anl + anrlanQ
Da nun
1
[b()) oo 7bn—1> ;1] - [b07 ceey bn—17 bn + b_] - [b()) sy bn—17 bn> bn+1]
n+1
miissen wir nur noch zeigen, dass die Gleichung S—’,Il = g;’—i gilt. Dazu schreiben wir P, und

(n11 etwas um: Mit dem Algorithmus erhalten wir P, = b, 1P, + P,,_1, und wenn wir P,
durch b, P,,_1 + P,_o ersetzen, erhalten wir

Pn+1 - bn-i—l(bnpn—l + Pn—2) + Pn—l - bn+1ann—1 + Pn—l + bn+1Pn—2 3

und entsprechend
Qn+l = bn+lann—l + Qn—l + bn+lQn—2 .

P_’rll — bn+lann71+Pn71+bn+an72 _ Pn+l

Somit ist O = B On O, b 10n s — Ot und der Algorithmus ist korrekt. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Proposition 8.1 erhalten wir, dass wenn [b, . . ., b,] der endliche
Kettenbruch von ¢ € @ ist, immer % = ¢ gilt.

Das folgende Lemma ist wichtig, um multiplikativ Inverse in speziellen Ringen, sogenannten
euklidischen Ringen, zu berechnen.

LEMMA 8.2. Sind % (fiir n € IN) die zum Kettenbruch [by, by, b, . . .| gehorenden Naherungs-
briiche, so gilt tiir allen > —1:

PnQn—l - Pn—lQn - (_1)n—1
Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir Induktion iiber n.
Firn=—-1ist P, = Q,-1 =1und P,_; = Q,, = 0, also

PnQn—l - Pn—lQn - (_1)71—1'
Gilt P,Q,—1 — P,1Q, = (—1)" ! fiireinn > —1, so ist

Pn+1Qn - PnQnJrl = (bn+1Pn + Pn71>Qn - Pn(bn+1Qn + anl) =
Pn—lQn - Pn@n—l = _(_1)n71 = (_1)n7

womit die Behauptung bewiesen ist. 4
Bemerkung: Als Folgerung aus Lemma 8.2 erhalten wir, dass die Ndherungsbriiche % immer

gekiirzt sind. Denn wire ggT(P,,Q,) = d > 1, so hitten wir d | (¢P, — pQ,) (fir alle
p,q € Z), und somit |¢P, — pQ,| # 1.
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EINDEUTIGKEIT DER PRIMFAKTORZERLEGUNG

Als Anwendung des vVEA zeigen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen n > 2. Dazu beweisen wir zuerst folgendes Hilfsresultat:

LEMMA 8.3. Seien a,b,c € N positive Zahlen mit a | bc und ggT(a,b) = 1. Dann gilt a | c.

Beweis. Sei [by, . . ., b,] der Kettenbruch von {.Istn = 0,soistb = lund a | c.Istn > 1,so/ist,
weil ggT(a,b) =1, P, = aund Q,, = b, und mit Lemma 8.2 gilta-Q,,_1 —b-P,_; = (—1)"".
Somit existieren k,! € Z mit |k| = Q,_1 und |l| = P,_; sodass gilt ak + bl = 1. Weil a | bc
existiert ein s € IN mit as = bc. Nun ist
c=c-1=c-(ak+0bl)=ack+bcl =ack+asl=a-(ck+sl)=a-t
_.t
und wir erhalten a | c. 4

Eine Zahl p € IN, p > 1, ist eine Primzahl, wenn aus n | p folgt n = 1 oder n = p. Mit
Induktion tiber m & IN ldsst sich einfach zeigen, dass sich jede Zahl m € IN mit m > 1 als
Produkt von Primzahlen schreiben ldsst. Der folgende Satz besagt, dass dieses Produkt (bis auf
die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig ist.

THEOREM 8.4. Fiir positive Zahlen n,m € N seien
GZH}%‘ und b= qu

en JjEM
wobei die p; und q; Primzahlen sind. Ist a = b, so ist n = m und es existiert eine Bijektion
T :n — m mit p; = g fiir alle i € n.
Beweis. Beweis mit Induktion nach n: Ist n = 1, so ist a = py und b = ¢g und aus a = b folgt
Po = qo- Sein > 1 und sei der Satz bewiesen fiir n — 1. Fiirn > 1 gilt pg | a und aus a = b
folgt somit py | b also

pol| qo- H qj+1-

jeEmM—1
Gilt pg | qo, so erhalten wir, weil py und ¢o prim sind, py = go und wir kénnen die Induktions-
voraussetzung anwenden auf
H Piy1 = H qj+1-

i€En—1 jeEM—1
Gilt po 1 qo, so erhalten wir mit Lemma 8.3

Pl @ H q;-
jeEM\2

Gilt po | 1, so ist py = ¢1, andernfalls wenden wir wieder Lemma 8.3 an. So fortgefahren,
finden wir schliesslich ein j, € m fiir das gilt py = ¢;, und wir konnen die Induktionsvoraus-

setzung anwenden auf
H Piy1 = H 4j-

i€n—1 jem\{jo}

Als Folgerung aus Theorem 8.4 erhalten wir nun leicht

KOROLLAR 8.5. Jede natiirliche Zahl n > 2 lasst sich, bis auf Vertauschung der Faktoren,
eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.
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BEMERKUNGEN ZU UNENDLICHEN KETTENBRUCHEN*

Bis jetzt haben wir noch nicht gezeigt, dass die Niherungsbriiche des unendlichen Ketten-
bruchs einer irrationalen Zahl ¢ tatsdchlich gegen die Zahl £ konvergieren. Das hohlen wir nun
nach.

THEOREM 8.6. Sei & eine irrationale Zahl, sei [by, by, bs, . . .| der unendliche Kettenbruch von &
und seien 5—’; (fiirn € IN) die zum Kettenbruch gehérenden Niherungsbriiche. Dann gilt:

Beweis. Aus der Konstruktion des Kettenbruchs von ¢ folgt fiir &, := %:

é: [b())gl] - [b();blaSQ] - [bO;b17b27§3] = ... = [b07b17 s 7bn7§n+1] = ..

und ebenso gilt fiir 1 < m < n:
gm - [bm7 cee 7bn7 §n+1]

Mit Proposition 8.1 erhalten wir
o Pngn-i-l + Pn—l

f B Qn£n+1 + Qn—l

woraus mit Lemma 8.2 folgt:

g_ & _ Pn—lQn - PnQn—l _ (_1)n
Qn~ Qu@n&rir +Qut)  QulQubra + Qur)

Fiir alle n € IN gilt nach Konstruktion ),, > n und &,,11 > 1, und somit erhalten wir

P, 1 1
§— | <5<
@n|  Qn ~ n?
womit die Behauptung bewiesen ist. 4

Als Anwendung der Intervallschachtelung (Theorem 4.3) zeigen wir, dass die Ndaherungsbrii-
che von Kettenbriichen immer konvergieren. Fiir endliche Kettenbriiche ist das klar, und somit
geniigt es, nur unendliche Kettenbriiche zu betrachten.

PROPOSITION 8.7. Ist [bg, b1, ..., by, ...] ein unendlicher Kettenbruch und sind % die unend-
lich vielen Niherungsbriiche dieses Kettenbruchs, so existiert genau eine reelle Zahl ¢ € R
mit

£ = lim —=.

Beweis. Fir n € IN definieren wir
I - |:P2n P2n+11
" Q2n’ Q2n+1

und zeigen, dass die Folge (I,,) eine Intervallschachtelung ist. Dafiir miissen wir folgendes
zeigen:

Pon Py : L
(a) Q2 < % (d.h. die Invervalle sind nicht leer)
2n 2n+1
Py, Py Psy, Py,
(b) =2 < 220H2 ypg 22t 20t (d.h. 1, D I.1)

QQn Q2n+2 QQn—i—l Q2n+3
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. P2n+1 PQn)
¢) lim — =0
( ) n—00 (Q2n+1 QQn

Nach Definition sind by, by, . . . ganze Zahlen und héchstens mit Ausnahme von b, sind alle
b; positiv. Weiter gilt mit Proposition 8.1: Qg = 1, )1 = by, und fiirn > 2 gilt Q,, = b,Q,,—1 +
Q,—o. Weil b, fiir n > 1 positiv ist und Qg = 1, erhalten wir Q,, 12 = b, 2Qn+1 + @, > n fiir
alle n € N, insbesondere ist (), — ),,—1 > 1. Mit Lemma 8.2 wissen wir auch, dass fiir alle
n>1 gllt PnQn—l — Pn—lQn = (_1)71,—1'
(a) Es gilt
P. P
2n < 2n+1
QQn QQn—‘,—l
und mit Poy,11Q2n — PonQons1 = (—1)" = 1 folgt (a).
(b) Weiter gilt

= Py1Q2n — Pon@any1 >0

P2n < P2n+2
QQn Q2n+2

und weil Py, 9 = bop 9 Poni1 + Popund Qop o = by 0Qanyi1 + Qo erhalten wir
P2n+2@2n - P2nQ2n+2 = b2n+2 (P2n+1Q2n - P2nQ2n+1) = b2n+2(_1>2n =1

Analog zeigen wir 52” L> Si"* 2 woraus (b) folgt.

(c) Mit Lemma 8.2 erhalten wir folgende Abschitzung:

’ Poa) 1 <Qn_Qn—1: 1 _L.

Qn  Qu QnQn-1~  QnQn Qn-1 Qn

Fiirn > 2 und k£ > 1 erhalten wie hieraus:
Poi P, k—1

BEANES (Pn+l+1 B Pn+l>
Qn—i—l

Qn-i—k Qn Qn+l+1

= P0Q2n — PopnQanya >0

k-1
Pty Po

Qniiv1 Qny

=0

1 < 1 1 ) 1 1 11
< - - <=
=0 Qn—i—l Qn-‘rl—i—l Qn Qn—i—k Qn n

. P2n+1 P2n o
lim — =0
n—oo \ Qont1 Qo

womit auch (c) gezeigt ist. 4

Daraus schliessen wir

Interessant sind auch die unendlichen Kettenbriiche von Wurzeln natirlicher Zahlen n € IN
mit /n ¢ Q. Diese Kettenbriiche sind immer von der Form

Vn = [by, b1, ..., by, 2b]
wobei k € N und by = [/n] und fiir alle ¢ mit 1 < i < k gilt b; = by_;.
Ist v/n ¢ Q, so bilden Zihler und Nenner gewisser Niherungsbriichen von /n alle ganzzah-

ligen Losungen von sogenannten Pell’schen Gleichungen der Form

2 —n-yt=1.

Zum Beispiel ist /19 = [4,2,1,3,1,2,8|,d.h. k = 5, und % = 2 mit 170 —19-39% = 1,
was die kleinste positive Losung von 22 — 19 - 2 = 1 ist. Die nichst grossere Losung erhalten

wir mit dem (2k + 1)-ten Nédherungsbruch: 522’;“ = 57738 und es gilt 57799 —19-13260% = 1.



9. GRUNDBEGRIFFE DER GRUPPENTHEORIE

Eine Gruppe ist ein Modell der Gruppenaxiome GT, also eine .Z7-Struktur mit Bereich G,
wobei L5t = {e, o }. Wie tiblich identifizieren wir eine Gruppe (G, e, © ) mit ihrem Bereich G,
oder wir schreiben (G, ©), um auch die binidre Operation o hervorzuheben. Wenn wir keine
Operation explizit definiert, betrachten wir die Gruppe als multiplikative Gruppe, wobei wir den
Multiplikationspunkt * - meist weglassen. Bevor wir die Struktur von Gruppen untersuchen,
beweisen wir ein paar unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen.

EINFACHE FOLGERUNGEN AUS DEN GRUPPENAXIOMEN

PROPOSITION 9.1. Sei G eine Gruppe mit Links-Neutralelement e. Dann gilt:
(a) Links-Inverse Elemente sind auch rechtsinvers.
(b) e ist auch Rechts-Neutralelement.
(c¢) G hat genau ein Neutralelement (links und rechts).

(d) Jedes Element aus GG hat genau ein Inverses (links und rechts).

Beweis. (a) Seia € G beliebig und sei a ein Links-Inverses von a, wobei a ein Links-Inverses
von a ist. Es gilt:
aa = e(aa) = (aa)(aa) T a(aa)a = a(ea) < aa = e.
T
e linksneutral mit Assoziativitit aa =e ea=a

Somit ist aa = aa = e, was zeigt, dass das Links-Inverse a von a auch rechtsinvers ist. Weil
jedes Element a € G mit GT, ein Links-Inverses hat, hat a auch ein Rechts-Inverses. Das
Element a ist also ein Inverses von a.

(b) Es gilt
ae = alaa) = (aa)a = ea = a
( ) 7 ( ) T T

mit Assoziativitéit mit (a) e linksneutral

Weil a € G beliebig war, ist e auch ein Rechts-Neutralelement. Das Element e ist also ein
Neutralelement von G.

Il
=

(c) Seien e,eé € G Neutralelemente von (. Somit gilt fiir alle x € G, xé = ex
Insbesondere gilt:

e = e = €
T T

€ neutral e neutral

Somit ist e = ¢ und es gibt genau ein Neutralelement in G.

(d) Sei a € G beliebig und seien x,z € G so, dass ra = Ta = e, wobei e € G das
Neutralelement von G ist. Mit (a) gilt xta = ax = e und wir erhalten:

r = xze = zxlax) = (ra)r = ex = zx
T (a) = (30 ¢

e neutral mit Assoziativitit e neutral

Somit ist £ = z und a hat genau ein Inverses in G. Weil a beliebig war, hat jedes Element aus
G genau ein Inverses. 4

Ist die Operation o einer Gruppe kommutativ, so heisst die Gruppe abelsch.

FAKTUM 9.2. Sei G eine Gruppe mit Neutralelement e. Ist aa = e fiir alle Elemente a € G, so

ist GG abelsch.
56
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Beweis. Seien a,b € G beliebig. Aus
(ba)(ab) = beb=bb=¢
folgt (ba) = (ab)~!, wobei (ab)~! das Inverse von ab ist.

Andererseit gilt nach Voraussetzung (ab)(ab) = e. Somit ist (ab) = (ab)™! und aus der
Eindeutigkeit des Inversen folgt ba = ab. Weil a, b beliebig waren ist G abelsch. 4

UNTERGRUPPEN

Sei GG eine Gruppe. Eine nicht-leere Menge H C (' ist eine Untergruppe von G, falls fiir
allex,y € Hgiltzy™' € H.
Ist H eine Untergruppe von GG, dann schreiben wir H < G.

PROPOSITION 9.3. Ist H < G, dann ist H eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass H die Axiome GT erfiillt.

GT,: Sei z € H. Dann ist, nach Definition, zx~' = e € H, und somit ist das Neutralelement
evonGin H.

GT,: Sei z € H. Dann ist, nach Definition, ex™' = 2~ € H.

GT,: Seien z,y € H. Dann ist auch y~! € H, und nach Definition ist x(y~!)~! = 2y € H.
Damit ist H abgeschlossen unter der assoziativen Operation auf G. 4

Ist G eine Gruppe, so sind {e} und G die sogenannten trivialen Untergruppen von G.

PROPOSITION 9.4. Der Durchschnitt beliebig vieler Untergruppen einer Gruppe G ist wieder
eine Untergruppe von G.

Beweis. Sei A irgend eine Menge und fiir jedes A € A sei H) < G. Sei

Hy = () Hx
AEA
und seien x,y € Hj beliebig. Dann sind z, y in allen H), und mit H, < G gilt fur jedes A € A,
xy ' € Hy. Somit sind zy~! € Hy. Weil z,y € Hy beliebig waren ist Hy < G. 4

Sei G eine Gruppe. Die Kardinalitiit |G| der Menge G ist die Ordnung der Gruppe G. Sei
e das Neutralelement von G und sei x € G. Die kleinste positive Zahl n € IN, sodass =" = e
(sofern sie existiert), ist die Ordnung von x, bezeichnet mit ord(z) — wobei wir die Notation

=z -...-x
——

n-mal
benutzen. Falls es keine solche Zahl gibt, sei ord(x) := oo, denn fiir alle n € IN gilt 2™ # e.

Die Ordnung eines Elements x € G einer endlichen Gruppe G ist immer endlich: Weil die
Menge {z', 2%, 23, ...} C G endlich ist, existieren 0 < n < m mit 2" = 2™ = 2" 2™ " und es
folgte = 2™ " mitm —n > 0.

Ist ord(x) = n, soist [{z!,...,2"}| = n, denn sonst finden wir 1 < k < [ < n mit 2* = 2!,
also z!7% = emit [l — k < n.

Sei x € G mit ord(x) = n. Setzen wir 2° := e, so ist {* : k € n} eine Untergruppe von
G, denn fiir [1,l, € nist 2t - 22 = 2tz = 2F fiirein k € nund ' - 2"! = e. Zudem
ist {#* : k € n} die kleinste Untergruppe H < G, die x enthilt. Denn mit z € H ist auch
jede Potenz von z in H. Somit enthilt jede Untergruppe H < G die x enthélt immer auch die

Gruppe {z" : k € n}.
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Fiir eine Gruppe GG und eine Menge X C (G sei die von X erzeugte Untergruppe definiert

als
(X):= () H.

H<G
XCH

Aus Proposition 9.4 folgt, dass <X > eine Untergruppe von G ist. Diese Untergruppe ist die
kleinste Gruppe, welche durch X erzeugt (oder generiert) wird. Ist X = {z}, dann schreiben
wir (z) anstelle von ({z}) und nennen z einen Generator der Gruppe (z).

Fir x € G ist (z) die kleinste Untergruppe von G die x enthilt. Ist also = € G mit ord(z) =
n, so gilt (z) = {z* : k € n}.

ZYKLISCHE GRUPPEN

Eine endliche Gruppe G mit |G| = n ist zyklisch, wenn ein Element g € G existiert, sodass
G = {g¢* : k € n}, insbesondere gilt G = {(g) und g ist ein Generator der Gruppe G. Das
folgende Faktum ist eine Umformulierung der Definition.

FAKTUM 9.5. Eine endliche Gruppe G ist genau dann zyklisch, wenn in GG ein Element g exi-
stiert mit ord(g) = |G/.

+m

Beachte, dass aus z" - x
Gruppen immer abelsch sind.

- " (fiir alle n,m € IN) folgt, dass zyklische

FAKTUM 9.6. Ist G eine Gruppe und x € G mit ord(x) = n, dann ist (x) eine zyklische
Gruppe der Ordnung n, d. h. |(z)| = n.

Beweis. Die Gruppe (z) besteht aus den Elementen z!, 2%, ... 2™, wobei ™ = e. Andererseits
ist {z', 22, ..., 2"} eine zyklische Gruppe der Ordnung n. 4

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

KOROLLAR 9.7. Sei GG eine Gruppe. Ist x € G ein Element von endlicher Ordnung, dann ist
() < G und ord(z) = |{(x)].

PRODUKTE VON GRUPPEN

PROPOSITION 9.8. Seien (G, ©,eq) und (H, e ey ) zwei beliebige Gruppen. Dann ist
(G x H, *, (eg,eH))
mit
(g1, h1) * (g2, ha) := (g1 °92, b1 ® ha)
eine Gruppe.

Beweis. Da die Verkniipfung * komponentenweise definiert ist, ist * eine Operation auf G' x H
Da die Operationen o und e assoziativ sind, ist auch die Operation * assoziativ. Weiter ist
{eg, er) das Neutralelement und (g, h™!) ist das Inverse von (g, h). 4

Zwei Gruppen (Gy, ©) und (G;, e) sind isomorph, bezeichnet mit G, = G, falls eine
Bijektion o : G — H existiert, sodass fiir alle z,y € G gilt: a(z°y) = a(z) e a(y). Beachte,
dass bei einem Isomorphismus « : Gg — G, das Neutralelemt von Gy auf das Neutralelement
von (G; abgebildet wird, und das Inverse von z auf das Inverse von «(x) abgebildet wird, d. h.

alz™!) = a(x)™.
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FAKTUM 9.9. G x {eg} < G x Hund G = G x {ey}.

Beweis. Da {e} eine Untergruppe von H ist, ist G X {ey} eine Untergruppe von G x H. Die
Einbettung a: G — G x {ey} mit x — a(z) := (z, ey) ist ein Isomorphismus. 4

NEBENKLASSEN
Fir H < Gund z € G seien
xH:={zh:he H} ud Hzx:={hzx:heH}.

Die Mengen v H, Hx C G heissen Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen von H in G.

Das folgende Lemma ist eine Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften von Neben-
klassen:

LEMMA 9.10 (links-Version). Sei G eine Gruppe, H < G und seien x,y € G beliebig.

(a) |rH|=|H]|, d. h. es existiert eine Bijektion zwischen H und zH .
(b) € xH.

(c) xH = H genau dann, wenn x € H.

(d) xH = yH genau dann, wenn x 'y € H.

(e) tH={geG:9gH =zH}.

Beweis. (a) Definiere die Abbildung ¢, : H — xH durch ¢, (h) := xh. Wir miissen zeigen,
dass @, eine Bijektion ist: Ist ¢, (hy) = @, (hs) fir hy,hy € H, d.h. xhy = xhsy, dann ist
xhihy™! = xhohy™! = xe = 2, woraus h hy ™! = e folgt, also by = h,. Somit ist die Abbildung
@, injektiv.

Andererseits ist jedes Element in x H von der Form zh (fiir ein h € H), und weil gilt xh =
@, (h), ist die Abbildung ¢, auch surjektiv. Somit ist ¢, eine Bijektion zwischen H und z H.

(b)Weile € H,istxe =z € zH.

(c) Ist tH = H, dann gilt, weil e € H, xe = x € H. Fiir die andere Richtung nehmen wir
an x € H (also auch x~! € H): Weil H eine Gruppe ist, haben wir tH C H.

Seinun h € H irgend ein Element aus H. Weil ! € H,istz~'h € H und somit gilt tH >
x(x~'h) = h. Weil h € H beliebig war, erhalten wir tH O H. Damit gilt zH C H C zH,
woraus die Gleichheit x f = H folgt.

(d) Ist tH = yH, dann gilt
H=¢eH=(z""'2)H=2""(zH)=2""(yH) = (x 'y)H L ly e H.
Ist z~'y € H, dann folgt aus (c), dass gilt (z~'y)H = H, und somit ist
vH = x(z7'y)H = (v2™"yH = yH.
(e)Ist g € xH,dannist g = zh firein h € H. Somitist gH = xhH = xH, woraus folgt,
dass giltzH C {g € G:gH = zH}.

Gilt umgekehrt tH = gH fiir ein ¢ € G, dann folgt aus (b), ¢ € xH. Somit haben wir
{9 € G:g9H =xH} C xH, womit auch (e) bewiesen ist. 4

Es gibt natiirlich auch eine rechts-Version von Lemma 9.10, welche analog bewisen wird.
Als Folgerung aus Lemma 9.10.(b), sowie dessen rechts-Version, erhalten wir:
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KOROLLAR 9.11. Sei H < G, dann gilt
U zH =G = U Hzx.
zeG zeG

Das folgende Lemma ist eine Folgerung aus Lemma 9.10 (e):

LEMMA 9.12 (links-Version). Sei H < G. Dann gilt tiir alle x,y € G entweder xH = yH oder
xHNyH = 0.

Beweis. Entweder ist tH N yH = () (und wir sind fertig), oder es gibt ein 2 € xH N yH. Es
gilt nun:

ze€xH mi:t§e) zH =xH
o =xH =yH
zeyH =" zH=yH

Auch fiir dieses Lemma gibt es analog wieder eine Version fiir Rechtsnebenklassen.
Sei GG eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann definieren wir
G/H:={zH:2€G} ud H\G:={Hzx:x¢€G}.

Eine Partition einer Menge S ist eine Menge von paarweise disjunkten nicht-leeren Teil-
mengen von S, sodass die Vereinigung dieser Mengen S ist.

Als eine unmittelbare Folgerung von Lemma 9.10.(a), Korollar 9.11 und Lemma 9.12 (links-
und rechts-Versions) erhalten wir:

KOROLLAR 9.13. Sei H < G, dann ist sowohl G/H wie auch H\G eine Partition von G,
wobei jeder Teil dieser Partitionen dieselbe Kardinalitéit hat wie H.

Sei H < G.Dannist |G/H| = |H\G)| der Index von H in G, bezeichnet mit [G : H].

Als Folgerung aus Korollar 9.13 erhalten wir:

KOROLLAR 9.14. Sei G eine Gruppe und sei H < G eine Untergruppe von G. Ist [G : H]| = 2,
dann gilt fiir alle x € G, xH = Hzx.

Beweis. Ist x € H, dann gilt, weil H eine Gruppe ist, tH = Hx = H. Sei nun x € G mit
x ¢ H. Mit Korollar 9.13 haben wir G = H UxH und G = HU Hz, wobei H NzH = () =
H N Hzx, woraus die Gleichheit v H = Hx folgt. 4

Ist H < Gund gilt xtH = H = Hx fir alle x € G, soist H = xHz~! fiir alle z € G.
Untergruppen H < G, fiir die gilt H = xHx! fiir alle € G, heissen Normalteiler von
G, bezeichnet mit H < G. Jede Gruppe G besitzt die trivialen Normalteiler {e} und G. Mit
Korollar 9.14 ist aber auch jede Untergruppe H < G mit Index 2 ein Normalteiler von G, und

ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe 4 < G ein Normalteiler von G, denn fiir
aller € G giltxH = Hx.
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DER SATZ VON LAGRANGE

Der folgende Satz spielt eine wichtige Rolle, um die Struktur von endlichen Gruppen zu
untersuchen.

SATZ VON LAGRANGE. Sei G eine (endliche oder unendliche) Gruppe und sei H < G eine
Untergruppe von GG. Dann gilt
Gl =[G+ H)-|H].

Insbesondere gilt fiir endliche Gruppen G, dass die Ordnung von H die Ordnung von G teilt.
Beweis. Betrachte die Partition G/H von G. Diese Partition hat [G : H] Teile und jeder Teil
hat | H| Elemente (mit Lemma 9.10.(a)). Somit gilt |G| = [G : H| - |H|. Ist nun G eine endliche
Gruppe, d. h. |G| = n fiir ein positives n € IN, so ist |H| - [G : H] = n, woraus folgt, dass | H |
ein Teiler von 7 ist. 4

Als Folgerung aus dem Satz von Lagrange erhalten wir:

KOROLLAR 9.15. Ist G eine endliche Gruppe, dann gilt fiir alle x € G,
Gl —
¥ =e.

Beweis. Fiir jedes x € G ist (x) eine endliche Untergruppe von GG. Mit dem Satz von Lagrange
gilt nun, dass |(z)| die Gruppenordnung |G| teilt. Weil nun |(x)| = ord(x), existiert ein k € IN
mit ord(z) - k = |G|. Somit ist, weil 2°74(®) = ¢,

$|G’\ _ :L,ord(x)'k: _ (mord(x))k _ ek —e.

BEMERKUNGEN ZU NORMALTEILERN*

Sei N < G ein Normalteiler der Gruppe G, d.h. N ist eine Untergruppe von G und fiir
alle v € G gilt tN = Nz bzw. xNx~! = N. Dann konnen wir auf der Menge G /N der
Linksnebenklassen von N eine Gruppenstruktur wie folgt definieren: Fiir x,y € G/ N ist

— -1 — -1 — — —
(@N)(YN) = 2(yNy ) (yN) = (zy)N(yy~")N = (zy)N (QJ;V\L) = (zy) (d%\f) = (zy)N
=N = =
und wir definieren die Gruppenoperation auf GG/N durch
(+N)(yN) == (wy)N.

Wir miissen nun natiirlich zeigen, dass diese Operation wohldefiniert ist und dass G/N mit

dieser Operation tatsichlich eine Gruppe ist, ndmlich die sogenannte Faktorgruppe von G
nach N.

Beachte, dass aus K < N < GG im Allgemeinen nicht folgt, dass K ein Normalteiler von G
ist. Andererseits folgt aber zum Beispiel aus K < H < Gund K < (G, dass K ein Normalteiler
von H ist.



10. MODULORECHNEN

In diesem Kapitel sind Ringe immer kommutative Ringe mit 1. Erinnerung: Ein kommutati-
ver Ring mit 1 ist ein Modell der Ringaxiome RT, —RTjg, also eine -Zxr-Struktur mit Bereich R,
wobei Zgr = {0, 1, +, - }. Wie iiblich identifizieren wir einen Ring (R, 0, 1, +, - ) mit seinem
Bereich R, oder wir schreiben (R, +, - ) um auch die bindren Operationen hervorzuheben.

IDEALE

Sei (R,0,1,+, -) ein kommutativer Ring. Eine Menge I C R ist ein Ideal in R, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

do) I #0
(1) Ya,beI(a+bel)
() Ve €e RVa€l(x-a€l)

Damit 1 € R auch —1 € R ist, folgt aus (I), dass mit jedem a € [ auch (—1)-a = —ain [
ist. Mit (Ip) und (I;) ist das Ideal also eine additive Untergruppe von R, d. h. eine Untergruppe
der abelschen Gruppe (R,0,+). Ist 1 € I, soist I = R (also ein Ring), ist aber 1 ¢ [ und
I # {0}, soist I kein Unterring von R (nicht-triviale Unterringe von R miissen die 1 enthalten).
Beachte, dass {0} ein Ring mit 1 ist—in {0} gilt 0 = 1.

Jeder Ring R besitzt die beiden frivialen Ideale R und {0}; das Ideal {0} heisst Nullideal.
Wie wir spiter sehen werden, sind Korper dadurch charakterisiert, dass sie nur die trivialen
Ideale enthalten.

Beispiele: (a) Fiir m € 7 sei

mZ ={x-m:x € Z}.
Dann ist mZ ein Ideal im Ring (Z,0,1,+, - ). Denn mit zm € mZ ist auch y - (xm) =
(yz)-m € I, und mit zm,ym € I istauch xm + ym = (z +y)m € 1.

(b) Sei Z[X] der Ring der Polynome mit Koeffizienten in Z (siche Aufgabe 11), und sei
f € Z[X], zum Beispiel f =1 — X? 4+ 7X3. Dann ist

(f)=={g-f:9€2Z[X]}

ein Ideal in Z[X]: Nach Definition sind (Iy) und (Io) erfiillt, und weil Z C Z[X], ist mit (I,)
auch (I,) erfiillt.

Fiir Beispiel (a) gilt auch eine Art Umkehrung.
PROPOSITION 10.1. Ist I C Z ein Ideal, dann existiert ein m € 7., sodass gilt:
I =mZ

Beweis. Ist I das Nullideal, so ist / = 0Z und wir sind fertig. Ist I # {0}, so enthélt I mit (Iy)
positive Zahlen. Sei
m:=min {n € N\ {0} :n € I}.

Wir zeigen I = mZ. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass ein @ € [ existiert mit
a ¢ mZ7. Wir diirfen annehmen, dass ¢ > 0, denn mit @ € [ ist immer auch —a € I. Nach
Definition von m ist m < a. Sei d := ggT(a,m). Dann ist 1 < d < m, weil a ¢ mZ. Mit
dem vEA finden wir k,[ € Z mit ka + Im = d. Aus (Iy) folgt, dass sowohl ka wie auch Im in
I sind, und mit (I;) ist somit auch ka + lm, also d < m in I, was aber der Definition von m

widerspricht. 4
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FAKTORRINGE

Sei R ein kommutativer Ring und sei / C R ein Ideal, zum Beispiel R = Z und [ = mZ. fiir
ein m € Z. Fir x € R definieren wir die sogenannte Restklasse von = durch

z=c+I={x+a:a€l}.
Weiter definieren wir auf R die binidre Relation “~” durch:
T~Y S T=1Y

b

Weil “=" eine Aquivalenzrelation ist, ist auch “~” eine Aquivalenzrelation. Gilt x ~ vy, so
sagen wir “z ist kongruent y modulo /”” und schreiben

r=y (mod I).

Sei R/I := {Z : x € R} (gesprochen “R modulo I”’) die Menge der Aquivalenzklassen. Auf
R/I definieren wir die beiden biniren Operationen ¢ und ® auf Reprisentanten von Aquiva-
lenzklassen wie folgt:

TRy =x+y und TRY =Ty

Das folgenden Lemma zeigt, dass die Operationen & und @ wohldefiniert (d. h. unabhiingig von
der Wahl der Reprisentanten) sind.

LEMMA 10.2. Seien z¢, x1, Yo, y1 € R, sodass gilt Ty = x, und 4y = ;. Dann gilt:
ToDYo=T1 DU und To Q@Yo = T1 @
Beweis. Beachte, dass fiir alle x,y € R gilt:
re€l=(x+I)=1 ud ao+l=y+] <= zv—yel
@ ist wohldefiniert: Seien nun xg, x1, Yo, y1 € R, sodass gilt o = Z; und ¥y = ;. Es gilt
nun:
To+tyo=(zo+y)+I=(o+1I)+ (yo+1)=
(zo+ ((z1—20) + 1)) + (Yo + (11 —w0) + 1)) =

el el
(5E1+I)+(y1+1)=($1+y1)—|-121‘1—|—y1

Somit ist g + yo = 21 + Y1, d.h. To © §o = T1 D ¥1.

® ist wohldefiniert: Weil nach Voraussetzung 7o = Z; und ¥y = 1, gilt xg — ;1 € [ und
Yo — y1 € I. Somit haben wir
Zo - (yO - yl) = ZoYo — ToY1 € I

= (zoyo —x1y1) € 1,
yl‘(xo—wl):—ﬂflyl-i-ﬂ?oylef} (ot 1)

woraus fOlgt ToYo + I = 1Yy + I, d.h. Lo Yo = T1 " Y1. Somit ist Ty X gg =1 & ??1- -

Mit Lemma 10.2 kénnen wir die Ringstruktur vom Ring R auf 12 /I iibertragen und erhalten,
dass (R/I,0,1,®,®) ein kommutativer Ring ist (den Beweis lassen wir weg). Der Ring R/]
ist ein sogenannter Faktorring.
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DIE RINGE Z,,

In diesem Abschnitt betrachten wir den Faktorring Z /1, wobei I C Z ein Ideal ist, d.h.
I = mZ fir ein m € Z. Die Elemente von Z/I bezeichnen wir wieder mit Z, v, ..., aber
anstelle von “@” und “®” schreiben wir “+” bzw. “-”, wobei wir den Multiplikationspunkt
wie iiblich auch manchmal weglassen. Da Ideale / C Z immer von der Form I = mZ. sind fiir
ein m € Z, schreiben wir Z,, anstelle von Z/mZ.

Fiir m > 1 ist somit Z,, ein Ring mit den m — 1 Elementen 0, ..., m — 1, insbesondere ist
Z, = 7.)Z der Nullring {0}. Weiter ist (Z,,, 0, +) eine zyklische Gruppe, denn Z,,, wird durch
1 erzeugt, d.h. Z,, = (1). Andererseits ist fir m > 2, (Z,, \ {0},1, -) im Allgemeinen keine
Gruppe (z.B. hat 6 in Z;5 kein multiplikativ Inverses). Mit der folgenden Proposition lassen
sich die Elemente von Z.,, bestimmen, welche ein multiplikativ Inverses haben.

PR(_)PO§ITION 10.3. Sei m > 2 und sei a € Z.,. Dann existiert genau dann ein b€ Z,, mit
a-b=1, wenn ggT(a,m) = 1.

Beweis. Sei d := ggT(a, m). Existiert ein b € Z,, mita - b = 1, so erhalten wir ab = ml + 1
firein/ € Z. Ausd | aund d | m folgt dann d | (ab — ml), d.h. d | 1. Somit muss d = 1 sein.

Ist nun ggT(a, m) = 1, so finden wir mit dem vEA Zahlen b,! € Z mit ab + ml = 1. Das
heisst ab =1 (mod m), woraus folgt ab = a - b = 1. 4

Wenn wir nur die Elemente aus Z,, \ {0} betrachten, welche ein multiplikativ Inverses
haben, so bilden diese Elemente beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, die sogenannte
Einheitengruppe des Rings Z,,, welche wir mit Z}, bezeichnen. Um zu sehen, dass Z;, eine
multiplikative Gruppe ist, geniigt es zu zeigen, dass mit @, b € Z*, auch ab in Z? ist. Das folgt
aber direkt aus den Eigenschaften des ggT, denn wenn ggT(a,m) = 1 und ggT(b,m) = 1,
dann ist auch ggT(ab,m) = 1. Die Ordnung der Gruppe Z:, wird mit ¢(m) bezeichnet, al-
so ¢(m) := |Z,| und ¢ heisst Euler’sche -Funktion. Aus Korollar 9.15 erhalten wir den
folgenden Satz:

EULER’SCHER SATZ. Fiir m > 2 und ggT(a,m) = 1 gilt:

a?™ =1 (mod m) bzw. m|a?™ —1

Beweis. Ist ggT(a,m) = 1, soista € Z*,. Weil nun |Z} | = ¢(m), erhalten wir mit Korol-
lar 9.15, a#™ = 1. Somit ist a¥™ =1 (mod m). 4

Als Spezialfall des Euler’schen Satzes erhalten wir den folgenden Satz:
KLEINER SATZ VON FERMAT. Fiir p prim und ggT(a,p) = 1 gilt:

a’ —a=0 (mod p)

Beweis. Ist p prim, so ist Z = {I,...,p— 1}, also ¢(p) = p — 1. Ist ggT(a,m) = 1, was
gleichbedeutend ist mit @ # 0, so gilt mit dem Euler’schen Satz
a? ' =1 (mod p).
Weil nun @ - a?~1 = a?, gilt somit
a’ =a (mod p)

was zu zeigen war. -
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DER CHINESISCHE RESTSATZ

CHINESISCHER RESTSATZ. Seien my, ..., my € 7 positive, paarweise teilerfremde Zahlen
und seien ay, . . ., a € Z.. Dann gibt es eine Zahl n € 7., sodass fiir alle 0 < ¢ < k gilt:

n = a; (mod m;)

Algorithmus zur Berechnung von n. Wir illustrieren den Algorithmus zur Berechnung eines sol-
chen n an einem Beispiel, in dem wir die kleinste positive solche Zahl n berechnen: Seien
mg = 7, my = 10, me = 13, und seien ag = 5, a3 = 7, as = 10. Es ist also eine Zahl n zu
finden, fiir die gilt:

n = 5 (mod 7)
n = 7 (mod 10)
n = 10 (mod 13)

Wir betrachten zuerst die ersten beiden Bedingungen. Fiir n muss gelten: n = k£ - 7+ 5 und
n=10-104+7,d.h.

k-7+5=101-10+7 +<— k- 7T=101-10+2 <= k-7T—-1-10=2
Wir suchen zuerst Zahlen &’ und I’ mit &' - 7 — I’ - 10 = 1. Mit dem vEA erhalten wir:

10 = 1-7+3
7 = 2.3+41
3 = 3-140

L [1[2]3 ]
0[1]1]3]10
1[0/1]2]7

Somitist ¥ = 3und !’ = 2,alsok = 2-F = 6und! = 2-!" = 4, und wir erhalten
n==6-7+5=47. Firjede Zahln = s- 70+ 47istn =5 (mod 7)undn = 7 (mod 10).
Damit die dritte Bedingung erfiillt ist, muss gelten n = ¢ - 13 4 10, d. h.

§-70+47=1-13410 <<= s-70+37=1-13 <<= t-13—5-70=237.

Wir suchen wieder zuerst Zahlen s’ und ¢ mit¢’ - 13 — s’ - 70 = 1, welche wir wieder mit dem
vEA erhalten:

0 = 51345

13 = 2-5+3

5 = 1-3+42

3 = 1-2+1

2 = 2140
HEEFIRNRNEY
0]1]5]11]16]27]70
10123513

Somitistt’ = 27und s’ = 5,alsot = 37-¢ =999 und s = 37 - s’ = 185, und wir erhalten,
dass die Zahl ¢ - 13 + 10 = 12997 alle drei Bedingungen erfiillt.

Da nun fiir jedes k& € Z, die Zahl 12997 + k - kgV(7,10,13) = 12997+ k- (7-10 - 13) =
12997 + k - 910 ebenfalls alle drei Bedingungen erfiillt, und alle Losungen n von dieser Form
sind, haben wir alle Losungen gefunden. Zum Beispiel ist die kleinste positive Zahl, welche alle
drei Bedingungen erfiillt: n = 257. 4
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DIE KORPER I,

Fiir m > 2 ist der Ring (Z,,,0,1,+, -) genau dann ein Korper, wenn jedes Element aus
Z,, \ {0} ein multiplikativ Inverses besitzt. Mit Proposition 10.3 ist dies genau dann der Fall,
wenn fiir jedes a € Z,, \ {0} gilt ggT(a,m) = 1. Das ist genau dann erfiillt, wenn m eine
Primzahl ist: Denn ist m eine Primzahl und 1 < a < m, soist ggT(a, m) = 1. Ist andererseits m
keine Primzahl, so existiert ein 1 < a < m mit a | m. Das heissta € Z,, \ {0}, ggT(a,m) > 1
und a hat kein multiplikativ Inverses.

Der Ring Z,, ist also genau dann ein Korper (engl. field), wenn m eine Primzahl ist. Die
Korper Z,, fiir p prim werden mit I, bezeichnet.

Etwas allgemeiner erhalten wir fiir Ringe R, dass R/ genau dann ein Korper ist, wenn das
Ideal / maximal ist, wobei ein Ideal / ein maximales Ideal ist, wenn / # R und [ in keinem
echten Ideal J C R echt enthalten ist.

PROPOSITION 10.4. Sei R ein Ring und sei I # R ein Ideal von R. Dann ist R/I genau dann
ein Korper, wenn [ ein maximales Ideal ist.

Beweis. (<): Wir zeigen diese Richtung mit Kontraposition. Sei / C R ein Ideal und sei R/I
kein Korper. Dann existiert ein ag € R\ I (d.h. ag # 0), sodass fiir alle z € R gilt ag - T # 1.

Sel Jozz{x‘a0+y~b:x,y€R/\bE[}.

Dann ist Jy C R ein Ideal mit ay € Jyund 1 ¢ Jy. Um 1 ¢ J, zu sehen, beachte, dass aus
z-ap+y-b=1mith € I(d.h.y-b=0), 7z -ao = 1folgt,im Widerspruch zu unserer Annahme.
Es gilt somit

I ¢ Jy C R

. . . CLOEI 1%«_]0
und / ist nicht maximal.

(=): Sei R/I ein Korper und sei I C J C R. Weiter sei ag € J \ I. Weil R/I ein Korper
ist, existiert ein 7 mit Gy - © = 1. Das heisst, ay -2 = 1 + bfiirein b € I. Weil ay € J, ist mit
(Is)auch ag-x € J,und weil I C J,istb € J. Somit ist mit (I;) auchag-z —b=1 € J. Weil
1 € J, haben wir J = R, und somit ist / ein maximales Ideal. 4

Als Folgerung erhalten wir:

KOROLLAR 10.5. Ein Ideal mZ. C 7. ist genau dann maximal, wenn m eine Primzahl ist.

Zum Schluss zeigen wir, dass die multiplikative Gruppe eines Korper I, zyklisch ist.

THEOREM 10.6. Die Gruppe (I, 1, ) ist zyklisch.

Beweis. Weil |IF;| = p— 1, ist mit Korollar 9.15 jedes a € T} eine Nullstelle der Polynomfunk-
tion 27! — 1. Allgemein gilt, dass in einem Korper die Polynomfunktion 2% — 1 hochstens k&
verschiedene Nullstellen besitzt (Beweis durch abspalten von Nullstellen von z* — 1).

Sei Iy = {ai,...,a, 1} und sei p; := ord(a;). Weiter sei 1o := max{y; : 1 <i <p—1}
und sei g € I so, dass ord(g) = po.

Ist 1o = p — 1, so ist I = (g), also zyklisch.

Ist 1o < p — 1 und gilt p; | po fiiralle 1 < i < p — 1, soist jedes a € I, eine Nullstelle der
Polynomfunktion z#° — 1. Da aber x#° — 1 hochstens iy verschiedene Nullstellen besitzt, folgt
[F*] < po < p— 1, was ein Widerspruch zu || = p — 1 ist.

Ist 10 < p — 1und gilt p1;  p1o furein 1 < j < p — 1, so finden wir, weil p1; < f19, eind > 1
mit d | y1; und ggT(d, po) = 1. Fiir v := £ ist dann ord(a¥) = d und mit Aufgabe 38 ist dann
ord(ay - g) = d - po > po, was ein Widerspruch zur Definition von g ist. 4



11. FORMALE POTENZREIHEN

Eine Reihe ist eine Summe mit unendlich vielen Summanden. Zum Beispiel ist die Summe
aller natiirlichen Zahlen
O0+14+24+3+...
eine Reihe. Eine endliche Summe lisst sich immer auch als Reihe schreiben, indem wir einfach
unendlich viele Nullen addieren. Zum Beispiel ist 3 + 4 eine Summe, aber

34+44+04+0+0+...
ist eine Reihe. Eine formale Potenzreihe (oder einfach Potenzreihe) ist eine Reihe der Form
a2’ + a1zt + a2+ . a2+ ..

wobei die Koeffizienten ag, aq, ..., a,,... (fir n € IN) Elemente aus einem Korper K sind
(z. .B. aus R) und z (oder z, oder s, etc.) irgend eine Unbestimmte ist, wobei eine Unbestimmte
weder ein Korperelement noch eine Variable ist. Zum Beispiel sind (12° 422! +32% +...) und
(020 — 12 + 022 — 123 + 02* — 12° + . ..) Potenzreihen.

Ublicherweise schreiben wir bloss a, anstelle von agz’, und anstelle von a;z' schreiben
wir bloss a;z. Wenn a,, = 0 (fiir irgend n € IN), so schreiben wir a,2" nicht. Die obigen
Potenzreihen konnen also wie folgt geschrieben werden:

o (120+22'+322+..)=(1+22+322+...)
0 (029 =121 +022-122 402" =125+ .. )= (—2—23 -2 —..)

Wie oben erwihnt, darf anstelle von z auch irgend eine andere Unbestimmte geschrieben
werden, wie zum Beispiel x oder y.

1

Formal kann die n-te Potenz der Unbestimmten z, also 2", aufgefasst werden als ein Vektor
mit abzidhlbar unendlich vielen Koordinaten, wobei nur an der n-ten Stelle eine 1 und sonst
iiberall 0-en stehen:

[0,0,0,...,0,0,%,0,0,0,0,...]

n-te Stelle

Der Ausdruck a,,z" entspricht dann dem Vektor

0,0,0,...,0,0, a,,0,0,0,0,.. ]
0

n-te Stelle

und die Potenzreihe ), a,2" entspricht dem Vektor

[Go, a1,aA9,...,0n, .. ]
Formale Potenzreihen konnen also als Vektoren in einem w-dimensionalen Vektorraum {iiber
dem Korper K aufgefasst werden, wobei die Potenzen 2°, z!, ..., 2", ... der Unbestimmten z
die Rolle der Basisvektoren eg, e1, . .., €,, ... ibernehmen.

Ist fiir eine natiirliche Zahl ny, € IN und fiir alle n > nyg, a,, = 0, so entspricht die Potenzreihe
(ag 4+ a1z + agz® +...)

einem Polynom. Das heisst, Polynome sind Potenzreihen bei denen nur endlich viele Koeffizi-
enten von Null verschieden sind.

Jede Potenzreihe Znem a, 2" definiert eine Funktion A : N — K dadurch, dass wir fiir alle
n € N festsetzen A(n) := a,. Umgekehrt definiert jede Funktion A : IN — K eine Potenzreihe
> nen @n2" dadurch, dass wir festsetzen a,, := A(n). Diese Beziehung zwischen Funktionen
A : IN — K (bzw. abzilbaren Folgen in K) und Potenzreihen werden wir benutzten, um

generierende Funktionen von Zahlenfolgen (fiir X' = R) zu berechnen.
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Die wohl einfachste (echte) Potenzreihe ist die geometrische Reihe:
geo(2) =1+ 2+ 22+ 22 +24+..) :Zz”
nelN
Wenn wir in der Potenzreihe geo(z) die Unbestimmte z ersetzen durch —z oder 22, so erhalten
wir wieder eine Potenzreihe, welche wir mit geo(—z) bzw. geo(2?) bezeichnen. Es gilt:
geo(—2) = ((—2)0+ (=)' + (=22 +..) = (- 2422 =284 ..) = ¥, o (~1)"2"

geo(z?) = () + ()P + ()P +..)=1Q+2+24+25+.. )= 2™

RECHNEN MIT FORMALEN POTENZREIHEN

Formale Potenzreihen konnen addiert und multipliziert werden, jede Potenzreihe hat ein ad-
ditiv Inverses und manche Potenzreiehn haben sogar ein multiplikativ Inverses: Im Folgenden
seien

(ap 4+ a1z +agz? +asz® +...) und (b + b1z + by2® 4 by .. ))
zwel beliebige Potenzreihen.
Die Addition und Subtraktion (bzw. Addition mit dem additiv Inversen) dieser beiden Potenz-
reiehen geschieht komponentenweise:
(ap+arz+agz® +as2® +...)F (bg+biz+by2® +b32® +..) = (co+crz+cz? + 32’ +..)
mit ¢,, = a,, b,
Die Multiplikation folgt direkt aus dem Distributivgesetz und ist eine Art “Faltung”:
(ag+arz+agz® +asz® +...) - (bg+b1z+byz? +b3z3+...) = (co+c12+co2® +e32° +..)

mit Cp = &an + Cllbnfl + ...+ an,1b1 -+ anbo.

Damit eine Potenzreihe (by + by z + by2? + b3z + .. .) ein multiplikativ Inverses (by + by 2z +
boz? + b3z 4. ..) 7! besitzt, muss by # 0 sein. Sei (co+ ¢z + 222 + ¢32% + . . .) die Potenzreihe
(bo + b1z + boz? + b32® +...) 7! Dann gilt

(bo+b1z4+byz® +bs2® +..) (co+az e+ +..)=1

und mit der Regel fiir die Multiplikation lassen sich dann die Koeffizienten c,, sogenannten Ko-
effizientenvergleich Schrit fiir Schritt durch berechnen: Es ist 1 = byco, also ¢y = by~* (beachte,
dass by # 0). Weiter ist 0 = bycy + bico und mit co = by~ ! ist ¢; = by~ (—byby ™), etc.
Fiir die Potenzreihe (ag+ a1z +asz? +azz3 +...) - (by + b1z + baz? + b323 + .. .) 7! schreiben
wir auch
(ag + a1z + ag2® +azz® +...)
(bg + b1z + baz? + b3z +...)

Als Anwendung der Multiplikation von Potenzreihen berechnen wir nun drei Produkte geo-
metrischer Potenzreihen. Es gilt:

geo(z) -geo(—2) = 1+22+21+204... = Z 2*" = geo(2?)
nelN
geo(z) - geo(z) = geo(2)? = 14+22+322+42° 4 ... = Z(n +1)2"
nelN

geo(2)? - geo(—z) = 14+ 2+222+22% +322 +32° 4425+ ..
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Als letztes Beispiel berechnen wir (1 — z) - geo(z). Es ist leicht zu sehen, dass gilt
(1—2)-geo(z) =1,

woraus folgt:

1
geo(z) = (1 —2)' bzw. geo(z) = 1
—z
Damit erhalten wir zum Beispiel
1 1 1
geo(2) - geo(—2) = geo(2%),

T 11—z 142z 1-22
was wir oben bereits ausgerechnet haben.

UNENDLICHE PRODUKTE FORMALER POTENZREIHEN

Sei Pr die Menge aller Potenzreihen (iiber einem Koper /) in der Unbestimmten z. Eine un-
endliche Familie . = { fiePr:le IN} von Potenzreihen heisst multiplizierbar, falls

Hfl € Pr.

leN

Die Aussage [[,. fi € Pr bedeutet, dass die endlichen Produkte [],., fi € Pr fir L — oo
gegen eine Potenzreihe f € Pr konvergieren. Um dies formaler auszudriicken, definieren wir
fiir jedes m € IN die Menge Pr,,, wie folgt.

Pr,, :={z"-f:fePr}

Beachte, dass Pr,, ein Ideal ist im Ring (Pr, O, 15,4+, - ). Insbesondere ist Pr; ein maximales
Ideal und es gilt Pr / Pr; & K.

Dass die endlichen Produkte ],., fi € Pr fiir L — oo gegen eine Potenzreihe f € Pr
konvergieren, definieren wir nun wie folgt: Es gibt eine Potenzreihe f = > ° 'a,2", sodass
fiir jedes m € N ein L’ € N existiert, sodass fiir alle L > L' gilt:

(H fi— Z an2n> € Pryq1

leL n=0

Wir betrachtenn folgendes Beispiel: Sei f; = ZnE]N a; 2" und nehmen wir an, dass a;9 = 1
fiir alle [ € IN. Weiter nehmen wir an, dass die endlichen Produkte Hle pfrePrfirl — oo
gegen die Potenzreihe f = > _. a,2" konvergieren. Fiir den Koeffizienten a gilt somit

ag = H(lho =1.

leN

nelN

Nun betrachten wir den Koeffizienten a,, fiir ein n > 1. Aus der Definition der Multiplikation

von Potenzreihen folgt
an=_ [Taeo
e€Sy leN

wobei S, die Menge aller Funktionen € : IN — n+-1 bezeichnet mit ), (/) = n. Eine sicher
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von a,, ist, dass nur endlich viele Produkte [], e QLe(l)
von 0 verschieden sind. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es nur endlich viele [ € IN gibt,
sodass a;, # O firein1 < k <n.
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Um zu beweisen, dass spezielle Familien von Potenzreihen multiplizierbar sind, fithren wir
noch folgenden Begriff ein: Ist ¢ € Pr\{0} und gilt fir einm € N, g € Pr,, \ Pr,,11, so sagen
wir, dass die Potenzreihe g den Minimalgrad m besitzt, d.h. g ist von der Form >~ a,z"
mit a,,, # 0. Der Minimalgrad von g € Pr wird mit deg,; (g) bezeichnet.

PROPOSITION 11.1. Sei .% = { fiePr:le ]N} eine Familie von Potenzreihen mit folgenden
Eigenschaften: Fiir alle | € IN ist f; = 1+ g, fiir ein g; mit deg,;,(¢;) > 0, und fiir alle m € IN
ist die Menge

{l € N :deg ,(g1) < m}
endlich. Dann ist .% eine mulitiplizierbare Familie.
Beweis. Weil deg,;;,(g;) > Oist ag =[], 1 = 1. Der Beweis ist nun mit Induktion iiber m.

Wir nehmen an, wir hitten die Koeffizienten ay, . .., a,, (fiir ein m > 0) der Potenzreihe f,
gegen welche [ [, fi konvergiert, bereits bestimmt. Das heisst, es gibt ein L' € IN, sodass fiir

alle L > L' gilt:
(H fi — Z an2n> € Prpp1

leL n=0
Aus der Voraussetzung folgt, dass es fiir m + 1 nur endlich viele Potenzreihen g; gibt mit
degin(g1) < m+ 1. Sei Z;n:()l a,z" das Produkt der entsprechenden Potenzreihen f; = 1 + g;
und sei L' € NN so, dass jedes [ mit deg,;,(¢;) < m + 1 in L' ist. Dann gilt @,, = a,, fiir alle
0 < n < m. Weiter gilt, dass jedes endliche Produkt von Potenzreihen f; mit !’ ¢ L’ in Pr,, .-
ist. Somit gilt fiir alle L > L/,

H fi— (i 2" + Qg Zm+1) € Prq2

leL n=0

wobei fiir 0 < n < m gilt a,, = a,. Setzen Wir a,,, 11 := Uy, 41, S0 ist fiiralle L > L'

m+1
(H fi — Z an2n> € Prypo

leL n=0

wie gewiinscht. 4

FORMALES ABLEITEN VON FORMALEN POTENZREIHEN

Ist f =3 cnan2" € Pr,soist die formale Ableitung D(f) von f definiert durch

D(f) = Zn a2

PROPOSITION 11.2. Sind f, g € Pr, so gelten die folgenden Regeln:
D(f+g)=D(f)+D(g) und D(f-g)=D(f)-g+f-D(g)

Beweis. Die Regel D(f + g) = D(f) + D(g) folgt unmittelbar aus der Definition von D.

Um die Regel D(f - g) = D(f) - g+ f - D(g) zu verifizieren, seien f = > _\a,z" und
9= nen n2". Dann giltfiir f-g =" 2", Cry1 = Aobpy1 +a1by 4. . . 4 anby + ay41bo,
und fiir D(f - g) = >, o Cn2" erhalten wir

Cn = (Tl + 1)(a(]bn+l + albn + ...+ anbl + an+1b0).
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Ist D(f) 9= ,endnz™und f - D(g) = >, oy €n2"™, sOist

dn = albn -+ 2a2bn,1 + ... + nanbl -+ (n + 1)an+1b0,
en = nab, + (n—1Dagb,1 + ... + aby + (n+ agbyi1,
und es gilt d,, + e, = ¢,. 4

Ist f € Pr mit deg,;,(f) = 0, so ist die logarithmische Ableitung D, ( f) definiert durch

Diog(f) = #.

PROPOSITION 11.3. Ist % = {fl ePr:le ]N} eine multiplizierbare Familie mit den Eigen-
schaften f, = 1+ g, fiir g € Pry und |{l € N : deg,;,(¢:) < m}| endlich fiir alle I, m € N,

so ist
D[] ) = X 2

leEN neny Yl

Beweis. Nach Definition von D bzw. D)., und mit den Eigenschaften von .7 gilt

Hle]N fl—i—l + fO (Hle]N fl+1)
Do = =
log ;;I[Vfl HZG]N fl
D( fo) n Jo-D(f1)  TLew fiez + fo- fr- D(Hle]N fz+2) _
fO Hle]N fl
D( fo) n D(f1) n fo- fi-D(f2) - [Liew frvs + fo fr- for D(ITjew firs) _
Jo 1 Hle]N i
und wir erhalten schliesslich
D(f1)
Ps([ 1) = T T 2 ‘%;

Aus f; = 1+ g;und deg,;, g; > 1 fiiralle ] € N, folgt f;! = % € Pr. Weiter folgt aus

fi = 1+ g, dass gilt D(f;) = D(g;), und mit deg,,,(D(¢g;)) = degn(g1) — 1, erhalten wir
schliesslich

D(f1)
i)

Weil nun die Menge {l € N : deg () < m} endlich ist fiir jedes m € IN, folgt, dass die

Summe Znem 7 DU eine formale Potenzreihe ist. 4

degmin(gl) —-1= degmin(
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GENERIERENDE FUNKTIONEN

Im Folgenden versuchen wir eine gegebene Zahlenfolge, zum Beispiel die Folge
,1,1,1,1,1, ...

durch eine einfache Funktion zu generieren. Dazu betrachten wir zuerst die Zahlenfolge als
Folge der Koeffizienten einer Potenzreihe. Zum Beispiel entspricht der obigen Zahlenfolge die
Potenzreihe
geo(z) = (1+1z+ 122 +12° + 124 + .. ).
Nun suchen wir einen einfachen (d. h. endlichen) Ausdruck, welcher diese Potenzreihe, in un-
serem Beispiel geo(z), generiert. Wie wir bereits wissen gilt:
1

1—=z2

geo(z) =

’

oder anders ausgedriickt:

1_Z:(1+12+122—|—1z3—|—1z4—|—...)

Wir sagen nun, dass die Funktion ﬁ die Zahlenfolge 1, 1, 1, 1, ... generiert, bzw. dass ﬁ
eine generierende Funktion dieser Zahlenfolge ist.
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Zahlenfolge
1,2,3,4,5,6, ...
die wir als Koeffizienten der Potenzreihe geo(z)? erkennen. Aus
1 B 1
(1—2)2 1—22+422

geo(2)* =
folgt
1
1—2z422
und somit wird die Zahlenfolge 1, 2, 3, 4, ... durch ﬁ generiert.

=(1+22+322 +423 + 52 +..)

Als nichstes Beispiel betrachten wir nun die Zahlenfolge der sogenannten Dreiecks-Zahlen
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ...
wobei k£ genau dann eine Dreieckszahl ist, wenn es eine positive natiirliche Zahl n gibt, so dass
gilt
n-(n+1)

k:
2

Da nun gilt

1

D+,
1—324+322—23 §

2

= (1432462 +102° + 152" +.. ) = )

nelN

wird die Folge der Dreieckszahlen durch die Funktion
erwihnt, dass gilt:

m generiert. Es sei hier noch

1 1 3
1-32+4+322—23 (1—-2)3 geo(2)
Als weiteres Beispiel betrachten wir Zahlenfolgen ag, a1, a9, . . . welche durch folgende Vor-
schrift definiert werden (wobei &k und [ irgendwelche Zahlen sind):

ap =1 a =k Gpio =k -api1+1-a,
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Solche Zahlenfolgen heissen rekursiv definierte Zahlenfolgen. Fiir k = | = 1 erhalten wir zum
Beispiel die Folge der Fibonacci-Zahlen:
1,1,2 3,5,8, 13, 21, 34, ...

Wir zeigen nun, dass Zahlenfolgen, welche wie oben definiert sind, durch

1
1—kz—12?
generiert werden. Anders ausgedriickt: Ist ag, a1, ao, ... eine Zahlenfolge fiir die gilt ag = 1,
a; = k, und allgemein a,,. o = k - a,,.1 + [ - a,, dann ist
m =(ag+ a1z +ayz® +as® +...) = Zanz”
nelN
Um dies zu sehen, beachte, dass aus der Definition von ag, a1, as, ... folgt:

1= (1—-kz—12%) (ap+ a1z + apz* + azz* +...) =
ap + (a1 — kag)z + (ag — kay — lag)z* + (a3 — kag — lay)2® + . ..
- R—
Fiir die Fibonacci-Zahlen, also im Fall £ = [ = 1, gilt somit:
1

1—2—22

Als letztes Beispiel bestimmen wir eine generierende Funktion fiir die Folge der Quadratzahlen
12,22 32 42 ..
Dafiir beginnen wir mit der Potenzreihe
f=1z4+222 4323 + 42 + ...

und leiten diese formal ab. Wir erhalten dann

D(f) =12+ 2%+ 3% +4%2° + ...

=14+124+2224+322+52* +85+1326 + ...

und weil f = 2 - geo(2)?,

D(f) = (z geo(z)?) = geo(2)? + z - 2geo(z) - D(geo(z)).
Weil nun D(geo(z)) = geo(z)?, ist
geo(z)? 4 2z geo(2)* = geo(2)* (1 + 2z geo(z)) = i _12)2 (1 +

die gesuchte generierende Funktion der Quadratzahlen.

2z >_ 142
1—z/ (1—2)3

DIE ALGEBRA DER FORMALEN POTENZREIHEN*

Sie K ein Korper und sei K[[z]] die Menge der formalen Potenzreihen iiber K (d.h. die
Menge der formalen Potenzreihen in der Unbestimmten = mit Koeffizienten in K'). Dann ist
(K[[x]], Ok, +) eine abelsche Gruppe und mit der Multiplikation ist somit (K [[x]], O, 1k, +, - )
ein Ring. Da wir die Potenzreihen aus K [[z]] mit Elementen aus /X multiplizieren konnen, ope-
riert der Korper K auf dem Ring K{[z]] und somit wird K[[z]] zu einer Algebra (d.h. ein
Korper operiert auf einem Ring). Wenn wir nur die Gruppenstruktur von K[[x]] betrachten, so
erhalten wir einen Vektorraum (d. h. ein Korper operiert auf einer abelschen Gruppe). Dieser
Vektorraum ist abzihlbar unendlich (eine Basis ist zum Beispiel {z" : n € IN}).



12. ENDLICHE KORPER VON PRIMZAHLPOTENZORDNUNG

IRREDUZIBLE POLYNOME IN I, [ X]

Im Folgenden sei IF,,[ X ] der Ring der Polynome iiber dem Korper I, (p prim), d. h. IF,,[ X] ist
die Menge der Polynome mit Koeffizienten in I, mit der iiblichen Addition und Multiplikation
von Polynomen.

Fiir ein Polynom f = ap + a1 X + ... + a,X™ € F,[X] ist der Grad von f definiert als
deg(f) := max{k € IN : a;, # 0} falls solch eine Zahl existiert, sonst sei deg(f) := —oo (d.h.
deg(0) = —o0), wobei wir definieren —oo + —00 = —oo +n = —oo fiiralle n € IN.

FAKTUM 12.1. Sind f,g € F,[X], soist deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Ist f = 0 oder g = 0, so ist —oo = deg(f - g) = deg(f) + deg(g). Andernfalls seien
f=a+uX+...+a,X"undg =0by+ 06X+ ...+ 0, X" mita, # 0 # b, Weil I,
ein Korper ist, gilt a,,b, # 0und aus f - g = agby + (apb1 + a1bo) X + ... + @y, b, X™ ™ folgt
deg(f - g) = deg(f) + deg(9). 4

Ein Polynom f € IF,[X] mit deg(f) > 0 heisst irreduzibel iiber I,,, wenn aus g - h = f
fir g, h € F,[X] folgt deg(g) = 0 oder deg(h) = 0, sonst heisst f reduzibel. Wie fiir die
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (Theorem 8.4) lédsst sich zeigen, dass sich jedes Polynom
f € F,[X] mit f # 0 bis auf Vertauschung der Faktoren und bis auf Faktoren aus IF,, eindeutig
als Produkt irreduzibler Polynome schreiben lésst.

Fir f € F,[X] sei

(f)={9-f:9€F,[X]}
das von f erzeugte Ideal in IF,[X]. Dann ist mit Lemma 10.2 I, X|/(f) ein Ring.

PROPOSITION 12.2. Sei f € F,[X]| mit deg(f) > 1. Dann ist F,[X]/(f) genau dann ein
Korper wenn ( f) irreduzibel iiber I, ist.

Beweis. (<) Sei f € F,[X] irreduzibel mit deg(f) > 1. Fiir jedes g € F,[X] \ (f) finden wir
mit dem vEA Polynome hq, ho, d € F,[X], sodass gilt by f + hog = d, wobei d | fund d | g.
Weil f irreduzibel ist, gilt entweder d = f oder d € F, (also deg(d) = 0). Im ersten Fall ist
d € (f) und somit ist auch ¢ € (f), was unserer Annahme widerspricht. Im zweiten Fall ist

hif +heg = hog = 1 (mod f)
(weil IF, ein Korper ist). Daraus folgt, dass hy im Ring F,[X]/(f) ein multiplikativ Inverses
von g # 0 ist, und weil g beliebig war, ist F,[X]/(f) ein Korper.

(=) Mit Kontraposition, d. h. wir nehmen an, dass (f) reduzibel ist. Mit Proposition 10.4
geniigt es zu zeigen, dass (f) kein maximales Ideal ist. Ist f reduzibel, so existieren Polynome
g,h € F,[X] mit g- h = f und deg(g),deg(h) > 0, d.h. weder g noch h ist in IF,. Aus
Faktum 12.1 folgt deg(f) = deg(g) + deg(h). Weil deg(h) > 0, ist deg(g) < deg(f), und
mit g | f folgt (f) € (g). Weiter erhalten wir mit deg(g) > 0, dass (¢) € F,[X]. Also gilt
(f) € (9) € Fp[X] und (f) ist kein maximales Ideal. 4

KOROLLAR 12.3. Ist f € F,[X]| mit deg(f) = n > 1 irreduzibel, so ist ', X|/(f) ein Kérper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Proposition 12.2 ist IF,[X]/( f) ein Korper und weil

F,[X]/(f) = {g € Fp[X] : deg(g) < n}

und |F,| = p, hat der Korper IF,[X]/(f) die Ordnung p". 4
74
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EXISTENZ VON KORPERN DER ORDNUNG p"

Ein Polynom der Form f = ap + a1 X + ... 4+ a, X" € F,[X]| mit a,, = 1 heisst normiert.
Ist f = by + b0 X+ ...+ b0, X" € F,[X]| mit b, # 0 ein irreduzibles Polynom, so ist auch
W4+ B X + ...+ 2= X" ein irreduzibles Polynom. Um die Existenz von Kérpern der Ordnung
p™ zu beweisen, geniigt es also, die Existenz von normierten, irreduziblen Polynomen vom Grad
n zu zeigen.

THEOREM 12.4. Zu jeder positiven Zahl n € IN und zu jeder Primzahl p existiert ein Korper
der Ordnung p".

Beweis. Mit Korollar 12.3 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes n > 1 und jede Primzahl p
mindestens ein normiertes, irreduzibles Polynom f € F,[X| vom Grad n existiert.

Sei p prim beliebig, aber fest gewdhlt. Sei weiter /,, die Menge aller normierten, irreduziblen
Polynome in IF,[ X] vom Grad n, d. h.

In = {fl,na cee 7fr‘n,n}

mit f; , normiert, irreduzibel und deg(f;,) = n. Ist 7, = 0, so ist I, = (). Wir miissen also
zeigen, dass fiir alle n > 1 gilt r,, > 1.

Fiir ein festes n betrachten wir zuerst die Menge F;, aller normierten (nicht notwendigerweise
irreduziblen) Polynome beliebigen Grades, welche wir als Produkte von Polynomen f;, € I,
bilden konnen (beachte, dass Produkte normierter Polynome normiert sind). Der Menge F,,
ordnen wir eine abzihlende formale Potenzreihe zu: Mit dem Polynom f;,, fiir ein festes ¢
(1 <i<ry,), konnen wir die

Polynome f7, fin o e I ... bilden, diese haben
Grad O n 2n e kn ... und die abzdhlende
Potenzreihe ist 120 + 12" + 12" + ... + 12 + ... =geo(z").
Mit den beiden Polynomen f;,, und f;, fiir i # j, konnen wir die
Polynome f7, = [, fios Fin fons finfims f7n .. Dilden, mit
Grad 0 n 2n ... und abzdhlender
Potenzreihe 12° + 22" 4 3220 + ... =geo(z")

Allgemein erhalten wir fiir die r,, Polynome in [,, die abzihlende Potenzreihe

ag 2° 4+ a1 2" + a2 + . 4 a2+ .. = geo(2")™

=1
wobei a; die Anzahl der normierten Polynome vom Grad kn ist, welche als Produkt von Poly-
nomen aus [,, geschrieben werden kdnnen.

Sei nun F' die Menge aller normierten Polynome in IF,[X]. Dann erhalten wir, mit dem
vorigen Resultat, die zu F' gehorende abzidhlende Potenzreihe

(z) = geo(z')™ - geo(2?)™ - geo(2*)™* - ... = f[( ! )rn.

1—zn

Andererseits gibt es in IF,[ X| genau p” normierte Polynome vom Grad n. Somit muss gelten

1
V() =12+ pt 4 p? = —
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Wir erhalten also

oo 1 n 1 o0
H (1 — z”) =1 P bzw. fiir die reziproken Reihen H(l — 2" =1-—pz.

n= n=1

Mit logarithmischem Ableiten auf beiden Seiten erhalten wir

i D((l — 2" Tn Z Tn )(]. — Zn)rn_l i . Tnp- M ni _
(1 —2zm)m (1 —2zm)m™ 1o
n=1 n=1
= = —p-geo(pz) = —p"z
Tl e e > . -»
n=1
also
. r,n 1
n n . n—
DT ZP
n=1
Entwickeln wir die Summe auf der linke Seite, so erhalten wir:
r + rz + 7‘122 + T123 + r124 + 7“125 + rlzG + rlz7 + 7“128 + ...
2roz + 2rozd + 2r92® + 2ra2T + + ...
3rsz? + 3rsz® + 3rg2® 4+ ...
Aryz® + Argz" +
5rszt +
6rg2° +
Tre28 +
Addieren wir spaltenweise, so erhalten wir
n ' n—1 __ X X n . n—1
S = (Y dr) ZP
n=1 n=1 d|n

und mit Koeffizientenvergleich erhalten wir:
>
dln

Setzen wir g(d) := d - rqund f(n) := p", soist 3, g(d) = f(n) und mit Aufgabe 49 gilt:

1
d), dh -, pt also 1, == d) - p™*
WIS WU IR D IR
—g(n) dln = f(n/d) dln
Nach Definition ist ¢(1) = 1 und allgemein p(d) € {—1,0, 1}, woraus folgt
n—1

n-rn:p"+...—|—,u(n)p2p"—2pk22.
k=1

Insbesondere ist fiir allen > 1, n - r, > 2, also r,, > 1, was zu zeigen war.
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Beispiele:
e 11 = p: Die p normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 1 iiber I}, sind X, X + 1,
L X+ (p-1).

o 12 = 5(0° = )i 5 Lap n(d)p”* = 5(0° + u(2)p) = 5(0° — p)

o r5 = 5(p° — )t 5 Xy u(dp*? = 50 + u(B)p) = 1(0* —p)

o ra=1(p" = p*): 1 Lgun(d)p"? = 3 (0" + p(2)p* + p(4)p) = 3 (0" — p?)

o 75 =5 (0° =)t 5 Lgp n(d)p” = 5(0° + u(5)p) = 5(0° — p)

o 0= 50" = p° = 0?4 p): g g pld)p* = 50" + p2)p + p(3)p* + p(6)p)

Fiir p = 3 erhalten wir
r=3 1r=3 1r3=8, 14=18, r5=48, 1rg =116,
und fiir p = 7 erhalten wir
m=7 r,=21, r3=112, ry=588.

e Die 21 normierten irreduziblen Polynome vom Grad 2 iiber IF'; sind:
X2 +1
X242
X244
X+ X+3
X2+ X +4
X2+ X+6
X2 +2X +2
X24+2X+3
X24+2X+5
X2 43X +1
X?+3X+5
. X?43X+6
X2 44X +1
. X?24+4X +5
. X2 +4X 46
. X2 45X +2
. X2 45X +3
. X?45X+5
. X?46X+3
. X2 46X +4
20. X2 +6X+6

WX WD = O

e T e e e e T e

e Das Polynom f = X'0 4+ X6 + X% + X2 + 1 ist irreduzibel iiber IF; und somit ist
IF5[X]/(f) ein Kérper der Ordnung 2'%° = 1267 650 600 228 229 401 496 703 205 376.
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