D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink . )
Musterlosung Serie 17

JORDANSCHE NORMALFORM & NORMEN

1. Bestimme die Jordansche Normalform und eine zugehorige Basiswechselmatrix der
reellen Matrix

2 2 2 9
030 2
A:0032
000 3

Léosung: Das charakteristische Polynom der Matrix A ist
chary(X) = X* —11X3 +45X? 81X +54 = (X —2)- (X —3)3.

Wir betrachten die Eigenwerte 2 und 3 separat.

Eigenwert 2: Der Raum Hauy 5(A) ist eindimensional und gleich dem Eigen-
raum von A zum Eigenwert 2. Wir berechnen Kern(L4_o7,) und finden den zu-
gehorigen Eigenvektor

1
S 0
o
0
Eigenwert 3: Fiir B := A — 31, gilt
-1 2 2 2 1 -2 -2 6
B 00 0 2 2 |0 0 00 ] 3
B=1 0002 md B=1g o 00|
0000 0O 0 00
Dies impliziert
k 11234
Rang(B*) 21111
dim Kern(Lgr) 213133
# k x k-Jordanblécke zum EW 3 || 1|10 |0




Sodann rechnen wir

2 2 —6
Hauy 3(A) = Kern(Lps) = < (1) , [1) , 8 >
0 0 1

Dann suchen wir einen Vektor vy € Hauyx 3(A), dessen Bild unter Lp ungleich
Null ist. Zum Beispiel tut es

—6

mit BUQ =

S NN oo

Diesen ergédnzen wir um einen beliebigen Vektor vy € Kern(Lg) \ (Buy), zum
Beispiel

V3 ‘=

S O N

Dann bildet vy, Bus, v3 eine Basis von Hauy _3(A).

Zusammenfiihrung: Nach der Hauptraumzerlegung ist b := (vy, Bug, vo, v3) eine
Basis von R?. Nach Konstruktion gilt fiir diese Av; = 2v; und A(Bvy) = 3(Buvs)
und Avy = Buy + 3vy sowie Avs = 3vs. Fiir die Basiswechselmatrix

8 —6 2 1
2 010
S = (BU1,U1702>U3) = 2 000
0 1 00
gilt also
210 010
. B 0]/3 11]0
00 013

Dies ist die Jordansche Normalform von A.

2. Bestimme die Jordannormalform iiber Q der Matrix

1 -1 0 1
0 0 10
A=10 10 0
2 0 11



Lésung: Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom mittels Entwicklung
nach der ersten Spalte:

X+1 1 0 —1

0 X -1 0

2 0 -1 X-—-1
X -1 0 1 0 -1
—(X+1D-|1 X 0 |-2-]X -1 0
0 -1 X—-1 1 X 0

=(X+D)XPX-1)+X—-1)—2(-X*—1)
= X' +2X?+1=(X?+1)

Also ist das charakteristische Polynom char4(X) = (X2 + 1)2. Das Polynom p :=

X? 4 1 ist irreduzibel iiber Q und hat Begleitmatrix P := (f)l 10). Wir berechnen:

p(A) =A%+ 1, =

o O OO
_— o O =
_— o O O
o O OO

Somit ist dim Kern(p(A)) = 2. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton wissen wir,
dass p(A)? = 0 und daher dim Kern(p(A)?) = 4 ist. Nach Kapitel 9.5 der Vorlesung
existiert daher kein Jordanblock der Grosse 2, sondern nur ein Block der Grosse 4.
Daraus schliessen wir, dass die Jordannormalform von A gleich

0
1
0

ist.

. Sei B eine komplexe 5 x 5-Matrix mit dem Minimalpolynom (X — 3)(X + 5)?
und dem charakteristischem Polynom (X — 3)*(X + 5)3. Bestimme die méglichen
Jordanschen Normalformen von B.

Lésung:
Da B das charakteristische Polynom (X — 3)?(X + 5)3 besitzt, hat der Eigenwert
3 algebraische Vielfachheit 2 und der Eigenwert —5 algebraische Vielfachheit 3.

Der Faktor (X — 3) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 1 auf; der grosste
Jordan-Block zum Eigenwert 3 ist also ein 1 x 1-Block. Daher enthélt die Jordan-
Normalform genau 2 Jordanblocke der Grosse 1 x 1 zum Eigenwert 3.



**4

Der Faktor (X + 5) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 2 auf; es existiert
also ein Jordanblock zum Eigenwert —5 der Grosse 2 x 2. Aus Dimensionsgriinden
folgt, dass es genau einen weiteren Jordanblock der Grosse 1 x 1 gibt.

Fir die Jordansche Normalform der Matrix B erhalten wir also bis auf Vertauschen
der Jordanblocke als einzige Moglichkeit

30 0 0 O
03 0 0 O
00 -5 1 O
00 0 -5 O
00 0 0 =5

. Die Jordan-Normalform wird oft mit der Idee motiviert, dass die Matrix moglichst

viele Nullen enthalten soll. Wird die Anzahl Nullen aber wirklich von der Jordan-
Normalform maximiert? Umgekehrt gefragt: Gibt es eine quadratische Matrix A
iiber einem Korper, die mehr Nullen enthélt als ihre Jordannormalform J7

Losung: Fiir eine nilpotente Matrix A stimmt die Aussage. Denn sei .J ihre Jordan-
normalform mit & Jordanblocken. Dann hat der Eigenraum Eig,(A) = Kern(L,)
die Dimension k, also hat A den Rang n — k. Daher hat A genau n — k linear
unabhéngige Spalten, also auch mindestens n — k von Null verschiedene Eintrige.
Dies ist aber genau die Anzahl der von Null verschiedenen Eintrége von J, da jeder
Jordanblock der Grosse m zum Eigenwert 0 genau m — 1 von Null verschiedene
Eintrége hat. Somit ist die Minimalitét fiir nilpotente Matrizen gegeben.

Im Allgemeinen gilt die Aussage aber nicht. Ein Gegenbeispiel {iber Q ist:

0100 11 0 0
1010 01 0 0
A=1000 1] J=10 0 -1 1
0010 00 0 -1

Hier ist A eine Blockdreiecksmatrix aus 2 x 2-Blocken, bei der jeder Block das cha-
rakteristische Polynom X?—1 = (X —1)(X +1) hat. Also hat A die Eigenwerte +1
jeweils mit arithmetischer Multiplizitédt 2. Eine direkte Rechnung zeigt aber, dass
jeder Eigenwert die geometrische Multiplizitat 1 hat. Daher hat A die angegebene
Jordannormalform. Diese enthélt 10 Nullen, gegeniiber 11 Nullen in A.

Bemerkung: Auch wenn die Jordannormalform weniger Nullen hat als die ur-
spriingliche Matrix, werden die Rechnungen damit in der Regel trotzdem einfacher,
weil die Hauptraume nicht mehr durcheinander geworfen werden.



5.

(a) Bestimme die Losung des Systems von Differentialgleichungen

2(t) = —x(t) +9y(t) + 92(¢)
y'(t) = 3x(t) — 6y(t) — 8z(t)
Z(t) = —dx(t) + 11y(t) + 132(t)

zu der Anfangsbedingung z(0) = y(0) = 2(0) = 1.
Hinweis: Verwende die Jordansche Normalform.

(b) Bestimme die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung
FOW) = &) + f'(t) = f(t) = 0.

Hinweis: Schreibe die Gleichung als System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung, und verwende die Jordansche Normalform.

Lésung: Fiir (a) setzen wir

(1) 1 9 9 |
o(t) = | y(t) |, A= 3 -6 -8 |, =1\ 11,
2(t) 4 11 13 1

wonach das Gleichungssystem dquivalent ist zu
d
dt
Nach §9.6 der Vorlesung ist die eindeutige Losung v(t) = exp(At) - vo.

v(t) = A-ov(t) mit der Anfangsbedingung v(0) =v.

Um diese explizit zu bestimmen, bringen wir A in Jordansche Normalform. Das
charakteristische Polynom von A ist

chara(X) = X°-6X?+12X -8 = (X —2)°.
Fir B := A — 215 gilt

-3 9 9 0 0 0
B = 3 -8 -8 |, B’=| -1 3 3
—4 11 11 1 -3 -3

und B* = 0 fiir alle & > 3. Wir wihlen irgendeinen Vektor w € R? \ Kern(B?),
zum Beispiel

1
w:=| 0
0
Dann bilden die Vektoren w, Bw, B>w eine Basis von R? und mit
0 -3 1
S := (B*w,Bw,w)=| -1 3 0
1 —4 0



folgt die Darstellung von A in Jordanscher Normalform:

A=S. -8t

S O N

1
2
0

N = O

Aus der Losung zu Aufgabe 1 der Serie 15 gilt nun fiir alle £ > 0

21 0\" (2 ()2 ()2
02 1) =10 28 (2!

Einsetzen in die Exponentialreihe liefert dann

2 10 w1 (210 " et te?t Li?e*
mM 021t>=2— 021 |t = [0 e Tt
k! 2
0 0 2 k=0 00 0 0 e
und somit
2 10
v(t) = exp(At)-vy = S- exp( 021 t) S
0 0 2
210 —7
- S~exp< 02 1 t)- 9
0 0 2 -5
7 2 [r]5/2
= =S| |2+t [ 5]+ 2 0
) 0 0
1 15 0
= (1) +te® | —13 |+ 1% | 5/2
1 18 —5/2
Fiir (b) setzen wir
£(1) 0 1 0
F(i):=1 f() und A:= |0 0 1];
F(t) 1 -1 1

dann ist die Differentialgleichung der Aufgabe dquivalent zu

d

ZF(t) = A-F().



Die Losung dieser Gleichung mit einem beliebigen Anfangswert

f(0) T
F(O) = f/<0) = |T2]= "o
f//(o) l‘g

ist dann F'(t) = exp(At)-vg, und die allgemeine Losung fiir f(t) ist genau der erste
Eintrag von F(t).

Nun berechnen wir das charakteristische Polynom von A und finden
chary(X) = (X —1)(X*+1).

Also ist A eine 3 x 3-Matrix mit den 3 verschiedenen komplexen Eigenwerten 1
und +¢ und daher diagonalisierbar iiber C. Daher rechnen wir fiirs Erste iiber C
und reduzieren uns erst am Schluss wieder auf Werte in R. Dafiir schreiben wir

A = UJU™! mit einer Matrix U € GL3(C) und
10 0
J=10 17 0
00 —2
Dann ist

exp(At) vy = exp(U-Jt-U ) -vy = U-exp(Jt) - U .

Die Exponentialreihe konnen wir in die Diagonalmatrix Jt¢ hineinziehen und er-
halten

t 0 0 exp(t) 0 0
exp(Jt) = exp( 0 it 0 > = 0 exp(it) 0
0 0 —it 0 exp(—it)

Somit ist die erste Komponente von exp(At) - vy eine Linearkombination der Funk-
tionen exp(t) und exp(+it) mit konstanten Koeffizienten in C. Wegen exp(+it) =
cos(t) + isin(t) ist dies dquivalenterweise eine Linearkombination der Funktionen
exp(t), cos(t), und sin(f) mit konstanten Koeffizienten in C. Damit die Funkti-
on reelle Werte hat, miissen diese Koeffizienten in R liegen. Also hat jede reelle
Losung die Form

f(t) = ae' + bceos(t) + csin(t)

fiir Konstanten a,b,c € R. Umgekehrt iiberpriifen wir durch direkte Rechnung,
dass jede solche Funktion eine Losung ist.

Aliter fiir (b): Durch Berechnen einer Jordanbasis von R? beziiglich A erhalten
wir die Jordansche Normalform von A iiber R:

1 10 1 00 10 1
A=|(1 01 |-{0 01 — 1 0 —1
1 -1 0 0 -1 0 -1 2 -1

7



Durch Induktion finden wir fiir alle m = 0:

2m 2m+1
0 1 ) 0 m({ 0 1
(Ba) o (G0 - (G G)
Einsetzen in die matrixwertige Exponentialfunktion liefert

0 1 0 t2m 0 1 2m 0 Zf2m+1 0 1 2m+1
eXp((—l 0) ) = 2 Gy (—1 0) 4Py (—1 0)

m=

(B ) () ()

_ cos(t)-lg—i—sin(t)-(_ol 0) |

Insgesamt zeigt dies

1 1 0 et 1 0 1
exp(At) = 1 01 0 cost Smt = 10 -1
1 1 0 0 —smt t -1 2 -1
1 01 1 0 —1 . —1 2 —1
t t
:% 101 +%(> 1 2 -1 Sm;) 1 0 1
1 0 1 -1 0 1 1 -2 1

Die allgemeine Losung f(t) ist die erste Komponente von exp(At) - vg, also gleich

ft) = %(ifl + x3)e’ + %(551 — x3) cos(t) + %(—xl + 21y — x3) sin(t).

. Sei A eine komplexe n x n-Matrix. Zeige

det exp(A) = exp Spur(A).

Lisung: Sei S eine invertierbare Matrix, so dass S™'AS Jordansche Normalform
hat mit Jordanblécken Ji, ..., Ji. Dann gilt

detexp(A) = detexp(S~'AS) H det exp(J und

k
exp Spur(A) = expSpur(ST'AS) = exp(ZSpur(Jﬂ) = HeXpSpur(Ji).
i=1 i=1

Es gentigt daher die Aussage fiir einen beliebigen n x n-Jordanblock der Form

Al



mit A € C zu zeigen. Fiir diese Matrix ist Spur(J) = nA, und nach Aufgabe 1
der Serie 15 ist exp(J) eine obere Dreiecksmatrix mit Eintrigen exp(A) auf den
Diagonalen. Wir erhalten also

det(exp(J)) = exp(N\)" = exp(nA) = exp(Spur(J)),
was zu zeigen war.

Aliter ohne Jordannormalform: Sei | | die in Abschnitt 9.6 der Vorlesung ein-
gefithrte Matrixnorm. Wegen ||A*| < | A||* hat die matrixwertige Potenzreihe

o]

exp(tA) = Z—Ak

den Konvergenzradius co. Nach denselben Argumenten wie in Analysis [ und II
stellt sie daher eine C*-Funktion von ¢ € R dar. Da die Determinante einer Matrix
ein Polynom in den Koeffizienten ist, ist daher auch g(¢) := det exp(tA) eine C*-
Funktion. Wir bestimmen deren Ableitung wie folgt.

Zunichst betrachte beliebige ¢, h € R. Dann kommutieren die Matrizen tA und
hA; nach Abschnitt 9.7 gilt folglich exp(tA + hA) = exp(tA) exp(hA) und somit

(#) g(t+h) = detexp(tA+ hA) = det(exp(tA)exp(hA)) = g(t)g(h).
Andererseits folgt aus der absoluten Konvergenz
exp(hA) = I, +hA+ O(h?)

fiir h — 0. Da die Determinante einer Matrix ein Polynom in den Koeffizienten
ist, folgt daraus weiter

g(h) = det(I, + hA + O(h?)) = det(I, + hA) + O(h?)

Schreibe A = (a;;);;. Da alle Eintrége ausserhalb der Diagonalen von I, + hA
durch A teilbar sind, liefert jede nichttriviale Permutation in der Definition der
Determinante einen durch h? teilbaren Beitrag zu det([,, + hA). Somit ist

g(h) = ﬁ(l + hay) +O(h?) = 1+ hiaii +O(h?*) = 1+ hSpur(A) + O(h?).

Aus (x) folgt daher
g(h) —1

g(t) = tim IO iy i) I L) spur(a),

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Funktion g¢(t). Diese
erfiillt die Anfangsbedingung ¢(0) = det(7,,) = 1, somit folgt g(¢) = exp(¢ Spur(A))
fiir alle ¢. Einsetzen von ¢t = 1 liefert nun det exp(A) = ¢g(1) = exp Spur(A), was
7ZU zeigen war.



7.

*8.

Konstruiere eine Norm ||-|| auf dem R-Vektorraum R?, fiir welche die Einheitskugel
{reR?| =] <1}

ein regelmissiges Sechseck ist.

Lisung: Identifiziere R? mit C und setze ¢ := €2™/3. Dann sind die beiden Abbil-
dungen

3
R? - R’ 2+ Z | Re(¢'2)|
i=1
R? - R’z — max{|Re(’2)|: 1 <i <3}
Normen mit der gesuchten Eigenschaft.

(Operatornorm) Fiir je zwei normierte R-Vektorraume (V| |) und (W, | |) und
jeden Homomorphismus f: V — W setze
0#ve V})

|f))f
Mit anderen Worten ist dies das kleinste Element ||f]| € R*? U {c0}, so dass

[l
[F @) < ol - 1 £

fiir alle v € V. Zeige, dass dadurch genau dann eine Norm auf Homg (V, W) definiert
ist, wenn V' endlich-dimensional oder W = 0 ist.

Lésung: Zuerst sei W = 0. Dann ist auch Homg(V, W) = 0. Fiir die Nullabbildung
f = 0 erhalten wir |0] = 0, und dies erfiillt automatisch die Axiome einer Norm.

Sodann sei f € Homg(V, W) beliebig. Da f mit skalarer Multiplikation vertriglich

ist, gilt
17l = sup{ (f(i>
o]

= sup{[f(v)]" : veV mit |v| =1}

i1 = s (100 {

/
:OqéveV}

Ist nun V' endlich-dimensional, so ist die Einheitskugel
By = {UGV ‘ o] = 1}

kompakt (siehe Analysis-Vorlesung) und die stetige Funktion | - || o f: B; — R>Y
nimmt ein Maximum an. Nach Definition ist dieses gleich | f||. Also haben wir eine
wohldefinierte Abbildung

Homg (V. W) — R=", f | f].
Wir zeigen, dass diese die Axiome einer Norm erfiillt.

10



(i) Separiertheit: Fur f = 0 gilt |f| = 0 nach Konstruktion. Sei umgekehrt
|f| = 0. Nach der Definition von || f|| gilt dann fir jedes v e V/

[F @I < I£1 - ol = 0.

Nach der Separiertheit von || - | ist daher f(v) = 0. Somit ist f = 0.
(ii) Multiplikativitit: Fur alle c € R und alle f € Homg(V, W) gilt

|lef| = sup {—’C{(U)’, 0#ve V}

e [LE@F
= I p{\u
~ 1l - 141,

O;«éveV}

(iii) Dreiecksungleichung: Fiir alle f, g € Homg(V, W) gilt

sup {[£(0) + 9@’ = veV mit o] = 1}
swﬂum\+w<w:vevawm=u
)
(v)

I+l

N

N

sup {| f (v \' v eV mit v =1}
+sup {|lg(v)]" : veV mit |v] =1}
[£1l+ lgll-

Also ist | - | eine Norm auf Homg(V, W).

Schliesslich sei W # 0 und V unendlich-dimensional. Wihle einen Vektor wg € W
mit [|wo|” = 1 und eine Basis (e;),er von V. Nach Ersetzen von e; durch e;/| e
haben wir die Normalisierung |e;| = 1 fiir alle &. Wé&hle ausserdem eine unbe-
schrinkte Funktion c¢: I — R>® und betrachte die eindeutige lineare Abbildung
f:V—>Wmit f(e;) = ¢(i) - wy fur alle ¢ € I. Fiir jedes i € I gilt dann

c(i) = [e(@) - wol” = [fle)l” < [f]-leil = 1]

Da ¢ eine unbeschrankte Funktion ist, folgt daraus ||f| = co. Also definiert die
angegebene Formel keine Abbildung Homg(V, W) — R>" und daher keine Norm.
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