D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink . )
Musterlosung Serie 18

BILINEARFORMEN UND SKALARPRODUKTE

*1. Sei || - || eine Norm auf dem R-Vektorraum V. Zeige, dass die Norm genau dann
von einem Skalarprodukt (-, -) auf V' induziert wird, wenn sie fiir alle 2,y € V' die
Parallelogrammidentitdt

lz +ylI” + Iz — ylI* = 2]=)* + 2|y|*

erfiillt.
Lisung: Im Fall |z||> = (z, z) gilt

|z +y|* = &+y,x+y)
= (z,2) + 2z, y) + <Y, y)
| + 2¢z, y) + y]
|z —y|* = &—y,x—y)
= {z,2) — 2z, y) + <Y, y)
|z = 2¢z, y) + y?,

also ist

lz +yl* + o — yl* = 2]=[* + 2]y]*.
Sei umgekehrt || - || eine Norm auf V', welche die Parallelogrammidentitét erfiillt.
Definiere

(x,y) =

(lz +yl* =z —yl?),

e

(lz +yl* = l=* = lyl?) =

N | —

wobei die letzte Gleichung aus der Parallelogrammidentitét (PI) folgt. Diese Ab-
bildung erfiillt (z,y) = {y,z) und |z|]* = {(z,z) fiir alle z,y € V. Da || - | bereits
positiv definit ist, bleibt also nur noch zu zeigen, dass (-, -) bilinear ist. Aufgrund
der Symmetrie geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung linear in der ersten Varia-
blen ist.



Fiir beliebige z, ',y € V' berechnen wir

(+a'y)y = i(!(ﬁy) + 2’| = |z + 2" — y[?)
= i(QHIL‘ +y? + 202" — o +y —2'* = o + 2" —y[?)
= %(2Hx+y|2 +2[2')? = 2)z[* - 2]z’ — y|?)

1
1Cle+yl = 2el® = 22" + 42" - 2]2" = yI7)

1
= Z@Hff +yl? = 2[z|® = 2[2'|* + 22" + y|* — 4]y[?)
1
= §(Hf€ +yl? = =l = Jyl® + 2" + yl” = [2']* = |y|*)
= Lz,y)+ & y).

Also ist die Abbildung additiv in der ersten Variablen. Das Verhalten unter ska-
larer Multiplikation kénnen wir nur indirekt erschliessen. Zunéchst zeigen wir die
folgenden Aussagen fiir alle n € Z>° und alle z,y € V:
(i) Wegen
0=140,y) =<z +(=2),y) =@y +{-z,y
gilt (—z,y) = —(z,y).
(ii) Aus der Additivitdt folgt durch Induktion (nz,y) = n{x,y).

(ili) Aus (ii) mit 2 anstelle von z folgt

1 1
<$7 y> - <nﬁxay> - n<gl’, y>,
und daher (Xz,y) = Lz, y).

Aus allen drei Aussagen zusammen folgt nun
p p
(Z-my) == -Cz,y)
q q

fiir alle %’ € Q und alle z,y e V.

Nun fixieren wir beliebige x,y € V. Der von diesen erzeugte Unterraum U ist
dann isomorph zu R” fiir ein n < 2. Die Einschréankung von | - || auf U ist wieder
eine Norm und entspricht daher einer Norm auf R™. Wie in der Vorlesung erklért,
ist diese Norm nun aber eine Lipschitz-stetige Funktion auf R™. Insbesondere ist
sie also stetig. Daraus folgt, dass auch die Einschrinkung von (:,-) auf U x U
einer stetigen Funktion auf R™ x R™ entspricht. Dies impliziert wiederum, dass die
Funktion
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stetig ist. Nun zeigt aber die obige Gleichung, dass diese Funktion auf Q verschwin-
det. Da sie stetig ist, verschwindet sie daher auf ganz R. Es gilt also

(ta,y) = Kz, y)
fiir alle t € R. Also ist -, -) linear in der ersten Variable, und wir sind fertig.

. Fiir welche Werte a € R ist fiir z = (2) und y = (g;) durch

(@, y) = T1y1 + aT1Ys + az2ys + TT2ys

ein Skalarprodukt auf R? definiert?

Lisung: Man priift direkt, dass {-,-) eine symmetrische Bilinearform auf R? ist;
namlich mit der symmetrischen Darstellungsmatrix ((11 a7) Sodann berechnen wir:

(z,z) = =]+ 2ari39 + T3

= 1]+ 2am39 + @15 — a’x3 + Tas

= (21 +azp)?® + (7 — a?)z3.
Ist (-, -) positiv definit, so folgt mit = = (_f) # 0, dass 7 — a® > 0 sein muss; also
la| < /7. Ist umgekehrt |a| < /7, so gilt wegen der obigen Rechnung (z,z) > 0
fiir alle z # 0 und daher ist (-, -) positiv definit. Somit ist (-, -) ein Skalarprodukt
ist genau dann, wenn |a| < /7 gilt.

. Sei V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n.

(a) Zeige, dass durch
Q0
X r=f p(t)q(t)e™" dt
0

ein Skalarprodukt auf V' definiert wird.
(b) Bestimme die Matrix des Skalarprodukts beziiglich der Basis 1,z, ..., z".

Losung:

(a) Zunichst wissen wir aus der Analysis, dass das uneigentliche Integral kon-
vergiert. Sodann zeigt man direkt aus den Linearitédtseigenschaften des Inte-
grals, dass (:,-) eine Bilinearform ist. Offensichtlich ist sie symmetrisch. Sei
nun p € V ~\ {0} beliebig. Wahle einen Punkt z¢ > 0 mit p(xy) # 0. Da p eine
stetige Funktion induziert, gilt dann |p(z)| > ¢ := 3|p(zo)| > 0 auf einem
ganzen Intervall [a,b] = RZY mit g € [a,b]. Da die Funktion ¢ — e~ streng
monoton fallend und e~* > 0 fiir alle ¢ ist, folgt

0 b
pp) = f p(t)’e dt > Jp(t)Qetdt >ce? (b—a) > 0.
0

a

Damit ist (-, -) positiv definit und daher ein Skalarprodukt.
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(b) Fiir alle k € Z>° sei

Dann ist

o )
a(0) = J e tdt = —e" =1,
0

und fiir £ > 1 gilt nach partieller Integration

a0
a(k) :J the ™t dt = —tFe™

0 a0
—J kt*"Y(—e ) dt = k- a(k —1).
0

0 0

Durch Induktion iiber k folgt daraus a(k) = k!l. Sei schliesslich A := (a;;);;
die Darstellungsmatrix des Skalarproduktes (:,-) beziiglich der geordneten
Basis (1,z,...,2"). Dann ist

a ="l =ali+j—2)=(i+j—2).

4. Sei A € Mat,,,(R). Zeige:

(a) Die Matrix AT A ist symmetrisch.
(b) Die Matrix AT A ist positiv definit genau dann, wenn A invertierbar ist.
(c) Es gilt Rang(ATA) = Rang(A).

Lésung: Aussage (a) folgt aus der Rechnung (AT A)T = AT(AT)T = AT A.

Fiir den Rest berechnen wir zur Vorbereitung fiir jedes v € R”
() vl (ATA) v = (WTAY) - Av = (Av)TAv = |Av|?,

wobei || | die iibliche euklidische Norm auf R™ ist.

Ist nun A invertierbar, so folgt Av # 0 und somit v” - (ATA) - v = ||Av|? > 0;
also ist AT A positiv definit. Ist umgekehrt AT A positiv definit, so folgt ||Av|?* =
vT- (AT A)-v > 0 und daraus Av # 0. Also hat die lineare Abbildung L : R™ — R",

v — Av den Kern Null, und daher ist A invertierbar. Damit ist (b) bewiesen.
Fiir (¢) behaupten wir zunéchst: Kern(L4) = Kern(L 7 4).

Beweis: Fiir alle v € R® mit Av = 0 gilt auch ATAv = AT0 = 0; also haben
wir die Inklusion ,<*“. Umgekehrt sei AT Av = 0. Aus (x) folgt dann |Av|?* =
vl - (ATA) - v =070 = 0. Da die euklidische Norm positiv definit ist, folgt daraus
Av = 0, also v € Kern(L ). Dies zeigt die Inklusion ,,o%, und wir sind fertig. ¢.e.d.

Aus der Behauptung folgt schliesslich

Rang(A) = dimBild(L4) = n —dimKern(Ly)
= n —dimKern(Lyr,) = dimBild(L,r,) = Rang(ATA).
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5. Zeige, dass durch (A, B) := Spur(A” B) ein Skalarprodukt auf Mat,,»,,(R) definiert
ist, und finde eine Orthonormalbasis dazu.

Losung: Die Grundregeln der Matrixmultiplikation implizieren, dass die Abbildung
(A, B) — AT B bilinear ist. Da die Spurabbildung linear ist, ist die angegebene
Abbildung also bilinear. Wegen

(A, B) = Spur(A” B) = Spur((A” B)") = Spur(B*(A")") = Spur(BTA) = (B, A)

ist sie ausserdem symmetrisch. Sodann schreiben wir A = (vq,...,v,) mit Spal-
tenvektoren v;. Dann ist AT die Matrix mit den Zeilen vf, ... vI und folglich
T T
ATA = (Uz‘ Uj)i7j:1,..,n'

Die Spur ist definiert als die Summe der Diagonaleintriage; darum gilt also
(A, Ay = Spur(ATA) = Y v]v;.
i=1

Hier ist jeder Summand v} v; das Betragsquadrat von v; beziiglich des Standardska-
larprodukts auf R und folglich > 0. Also ist (A, A) = 0. Fiir A # 0 ist ausserdem
mindestens ein v; # 0, also mindestens ein Summand > 0 und daher (A, A) > 0.
Somit ist (-, -) ein Skalarprodukt.

Offenbar ist die Menge aller n x n-Elementarmatrizen eine Basis von Mat,,x,(R).
Durch direkte Rechnung verifizieren wir

1 falls (5,) = (k. 0),
(Eijs Bye) = { 0 sonst,

also ist dies eine Orthonormalbasis.

Aliter: Wir identifizieren Mat,,x,,(R) mit R", indem wir die Koeffizienten einer
Matrix in irgendeiner fest gewahlten Reihenfolge auflisten. Dies ist ein Vektorraum-
Isomorphismus. Fiir zwei n x n-Matrizen A = (a;;);; und B = (b;;);; zeigt nun
eine direkte Rechnung die Gleichung

<A7 B> = 2 Z aijbij-

i=1j=1

Uber den genannten Isomorphismus entspricht (-,-) also dem Standardskalar-
produkt auf R™; somit ist auch diese ein Skalarprodukt. Ausserdem entsprechen
die n x n-Elementarmatrizen genau den Standardbasisvektoren von R”Q; und da
diese eine Orthonormalbasis fiir das Standardskalarprodukt bilden, gilt das Ent-
sprechende fiir die n x n-Elementarmatrizen.



**6. Zeige, dass es einen euklidischen Vektorraum gibt, der keine Orthonormalbasis
besitzt.

Hinwers: Untersuche einen Hilbertraum, und beachte, dass wir hier nicht von einer
Hilbertraumbasis sprechen, sondern von einer Basis im Sinn der linearen Algebra.

Léosung: Sei H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und B eine Orthonor-
malbasis. Wahle paarweise verschiedene Basisvektoren by, bs,... € B. Aufgrund
der Vollstandigkeit von H und dem Majorantenkriterium fiir die Konvergenz exi-
stiert dann der Vektor v := )] Lb, € H. Da B eine Basis von H ist, ist dann

n=1 n2
v = Z;E 5 Qb mit Skalaren o € R, von denen hochstens endlich viele ungleich Null
sind. Fiir jedes b € R ist dann

by = 0, oty = Y aydb,t) =

b'eB b'eB

Andererseits folgt aus der Konstruktion von v fiir jedes m > 1

(D, 0y = <bm,2%bn> — 2%<bm,bn> — %

n=1 n>1

Somit sind die unendlich vielen Koeffizienten o, = # ungleich Null; Wider-
spruch.

7. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Bilinearform g auf V' heisst . ..

e symmetrisch wenn gilt Yv,w € V: f(v,w) = f(w,v),
e antisymmetrisch wenn gilt Vv, w e V: B(v,w) = —f(w,v),

e alternierend wenn gilt Yv e V: f(v,v) = 0.
Zeige:

(a) Jede alternierende Bilinearform ist antisymmetrisch.
(b) Ist 2 # 0 in K, so ist jede antisymmetrische Bilinearform alternierend.

(c) Ist 2 # 0 in K, so ist jede Bilinearform auf eindeutige Weise die Summe einer
symmetrischen und einer alternierenden Bilinearform.

(d) Gib ein Beispiel einer antisymmetrischen, nicht alternierenden Bilinearform.
Lésung:
(a) Ist B alternierend, so gilt fiir alle v,w e V:
0=p3F@w+w,v+w) = p(v,v)+ (v, w)+L(w,v)+B(w,w) = B(v,w)+ B(w,v).

Also ist # antisymmetrisch.



(b) Ist 8 antisymmetrisch, so gilt f(v,v) = —f(v,v) und folglich 26(v,v) = 0 fur
alle v e V. Falls 2 # 0 ist, folgt S(v,v) = 0, also ist 3 alternierend.

(c) Sei 5: V x V — K eine beliebige Bilinearform. Definiere Abbildungen f;,
Be: V xV — K durch

Bs(v,w) = 5 (B(v,w) + Bw,v)),
ﬁa(vu w) = % (B(U,w) - ﬂ(wu U)) :
Direkte Rechnung zeigt, dass 3 und (3, wieder bilinear sind, dass 3, symme-

trisch und f3, alternierend ist, und dass § = B, + 3, ist.

Angenommen f = By + B, ist eine weitere Zerlegung in eine symmetrische
Bilinearform (3, und eine alternierende Bilinearform S,. Fiir alle v,w € V' gilt
dann

v, w) = Bs(v,w) + Ba(v,w) = Bs(v,w) + Bu(v,w),
ﬁ(w>v) = BS(U>w) - Ba(uw) = BS(an) - Ba(vaw)a

und nach Addition beider Gleichungen auch

26, (v, w) = 26(v, w).
Wegen 2 # 0 folgt 3 = 8, und mit 3, + B, = 8 = Bs + . dann auch 3, = S,.

(d) Nach (b) setzt ein solches Beispiel voraus, dass 2 = 0 ist in K. Nehmen wir
einen solchen Korper (zum Beispiel Fs) und den Vektorraum K" fir n > 1
mit der Bilinearform 3(z,y) := a7y. Diese ist symmetrisch, und wegen der
Gleichung —1 = 1 in K daher auch antisymmetrisch! Fiir jeden Standardba-
sisvektor e; gilt aber (e;, ;) = efe; = 1 # 0. Somit ist 3 nicht alternierend.

*8. Sei [ eine alternierende Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen K-Vektor-
raum V. Wir nehmen an, dass 3 nicht-ausgeartet ist, das heisst, dass gilt:

VoeV {0} 3 eV: B(v,v) #0.

Wie im euklidischen Fall ist das orthogonale Komplement eines Unterraums U < V'

definiert als
Ut = {veV|VueU: B(v,u) = 0}.

Ein Unterraum U mit U < U+ heisst isotrop (beziiglich (). Zeige:

(a) Fiir jeden Unterraum U ist UL ein Unterraum.

(b) Fiir jeden Unterraum U gilt dimg V = dimg U + dimg U+,

(¢) Fiir jeden maximalen isotropen Unterraum U gilt U = U+,

(d) Jeder isotrope Unterraum ist in einem maximalen isotropen Unterraum ent-
halten.



(e)

Es existiert eine geordnete Basis B von V', beziiglich welcher g die Darstel-

lungsmatrix
0 I,
MB(ﬁ) = (_In 0 )

besitzt. Insbesondere ist dim(V') = 2n gerade.

Lésung:

(a)

(b)

Der Beweis geht genauso wie im euklidischen Fall. Oder man zeigt zuerst (b),
wo U+ sich als Kern einer linearen Abbildung herausstellt und schon deshalb
ein Unterraum ist.

Betrachte zuerst die lineare Abbildung
6: V- VY =Homg(V,K), v (v B(v,0)).

Dass (3 nichtausgeartet ist, bedeutet, dass ¢ injektiv ist. Wegen dimg (V') =
dimg (V) < o0 ist § daher bijektiv. Sodann betrachte die Abbildung

P VY S UY, 0 (.

Da jede Linearform auf U eine Fortsetzung zu einer Linearform auf V' besitzt,
ist r surjektiv. Also ist die zusammengesetzte lineare Abbildung

(%) rod: V—UY =Homg(U, K), ’u'—>(u|—>ﬁ(v,u))

ebenfalls surjektiv. Nach Definition ist ihr Kern genau U+. Aus der Dimen-
sionsformel fiir Kern und Bild folgt nun

dimg V' = dimg Kern(r o §) + dimg Bild(r o 9)
= dimg U+ + dimg U
= dimg Ut + dimg U.

Nach Definition ist ein Unterraum U isotrop genau dann, wenn gilt:
Vu,u' € U: B(u,u’) = 0.

Sei nun U ein beliebiger isotroper Unterraum mit U # U+. Wegen U < U+
existiert dann ein Vektor v € U L\ U. Wir behaupten, dass dann auch U +{v)
isotrop ist. Nach obiger Aquivalenz ist dies gleichbedeutend mit

Vu,u' e UV N € K: B(u+ Av,u’ + No) = 0.

Da U isotrop ist, gilt dabei schon B(u,u’) = 0. Wegen v € U* gilt weiter
B(v,u) = B(v,u') = 0. Da [ alternierend ist, ist es auch antisymmetrisch



nach Aufgabe 7; somit folgt f(u,v) = —f(v,u) = —0 = 0. Da  alternierend
ist gilt ausserdem (v, v) = 0. Wegen der Bilinearitét von (5 folgt aus alledem

B(u+ v, u' + Nv) = Bu,u’) + A\B(v,u') + NB(u,v) + AN B(v,v) = 0,

wie gewiinscht.

Die gerade bewiesene Behauptung zeigt, dass ein isotroper Unterraum U mit
U # U™ jedenfalls nicht maximal isotrop ist. Umgekehrt gilt damit fiir jeden
maximalen isotropen Unterraum U = U™, wie zu zeigen war.

Fiir jeden isotropen Unterraum U betrachte die Menge aller isotropen Un-
terrdume, die U enthalten. Da U selbst in dieser Menge ist, ist diese Menge
nicht leer. Da ausserdem V' endlich-dimensional ist, konnen wir in dieser Men-
ge einen Unterraum maximaler Dimension wéhlen. Dieser ist dann offenbar
maximal isotrop.

Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber dim(V). Fir V' = 0 ist
dargestellt durch die leere Matrix ( ) und die Aussage richtig. Sei also V' # 0
und die Aussage giiltig in jeder kleineren Dimension.

Sei x1 € V ein beliebiger nicht-verschwindender Vektor. Da /3 nicht ausgeartet
ist, existiert ein y; € V mit S(x1,y1) = 1. Wegen B(x1, 1) = 0 kann dann 3
kein skalares Vielfaches von x; sein; also ist U := {1, y;) ein Unterraum der
Dimension 2.

Behauptung 1. Es gilt V = U®U* und die zugehorige Projektionsabbildung
auf den ersten Summanden ist die lineare Abbildung

P:V —->U v 5(%?/1)% - 5(0,1‘1)91-

Beweis. Wegen der Linearitdt von 8 in der ersten Variablen ist P eine lineare
Abbildung. Da x1,y; linear unabhéngig sind, gilt

Kern(P) = {veV |Bv,y1) =0 A B(v,z1) =0} = U™

Sodann berechnen wir P(z;) = xy und P(y1) = y;. Dies zeigt, dass P|U die
Identitiit ist. Wegen Bild(P) < U folgt daraus Bild(P) = U und P? = P,
somit ist P idempotent. Nach Serie 8, Aufgabe 5 gilt damit

V = Kem(P)@®Bild(P) = U+t@U,
wie gewiinscht. -

Behauptung 2. Die Einschrinkung von 3 auf U+ x U* ist wieder eine nicht-
ausgeartete alternierende Bilinearform.

Beweis. Durch direktes Uberpriifen der Axiome sieht man, dass die Ein-
schrankung jeder alternierenden Bilinearform auf jeden Unterraum wieder
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eine alternierende Bilinearform ist. Es geht also nur noch darum, ob die
Einschrinkung wieder nicht-ausgeartet ist. Betrachte dafiir ein beliebiges
v € Ut~ {0}. Da 8 nicht-ausgeartet ist, existiert dann ein w € V mit
B(v,w) # 0. Dann ist w’ := w— P(w) € U+, und wegen v € U+ und P(w) e U
gilt

5(an/) = B(v,w - P(w)) = B(va) - B(U,P(w)) = ,B(U,”LU) -0 # 0.
Also ist die Einschrankung von [ nicht-ausgeartet. O]

Ende des Beweises. Wegen Behauptung 2 und der Induktionsannahme

existiert erstens eine Basis s, ..., Zpn, Yo, . . ., Yn von U beziiglich welcher die
. . ) . 0 I, .
Einschréankung von 8 die Darstellungsmatrix < I nO 1> besitzt.
“in—-1

Zweitens ist [ alternierend und somit antisymmetrisch; die Konstruktion
von z; und y; impliziert somit f(x1,z1) = By, y1) = 0 und B(z1,11) =
—B(y1, 1) = 1. Also ist (x1,y;) eine Basis von U, beziiglich welcher die Ein-
schrankgung von 3 auf U x U die Darstellungsmatrix (fi t) hat.

Drittens gilt nach Konstruktion 8(u’,u) = 0 fiir alle v € U und v/ € U+, und
wegen der Antisymmetrie von 3 folglich auch S(u, ') = 0.

Schliesslich folgt aus Behauptung 1, dass

B:=(x1,...,Tn, Y1, Yn)

eine Basis von V ist. Durch Zusammensetzen aller obigen Informationen folgt,
dass die Darstellungsmatrix von 3 beziiglich B die gewiinschte Gestalt

s = (G 0)

besitzt.
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