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Prof. Richard Pink
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Spektralsatz mit Anwendungen, unitäre Vektorräume

1. Betrachte die reelle symmetrische Matrix

B :“

¨

˚

˚

˝

5 3 1 2
3 4 1 0
1 1 2 9
2 0 9 2

˛

‹

‹

‚

.

Finde ohne Berechnung der Eigenwerte ein S P GLnpRq, so dass STBS diagonal
ist.

Lösung : Wir verwenden den symmetrischen Gauss-Algorithmus und erhalten die
folgenden Zwischenschritte:

B | I4

1

5

¨

˚

˚

˝

25 0 0 0
0 11 2 ´6
0 2 9 43
0 ´6 43 6

˛

‹

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I4 `
1

5

¨

˚

˚

˝

0 ´3 ´1 ´2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

1

55

¨

˚

˚

˝

275 0 0 0
0 121 0 0
0 0 95 485
0 0 485 30

˛

‹

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I4 `
1

55

¨

˚

˚

˝

0 ´33 ´15 ´40
0 0 ´10 30
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

1

1045

¨

˚

˚

˝

5225 0 0 0
0 2299 0 0
0 0 1805 0
0 0 0 ´46475

˛

‹

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I4 `
1

1045

¨

˚

˚

˝

0 ´627 ´95 ´275
0 0 ´190 1540
0 0 0 ´5335
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Mit

S :“ I4 `
1

1045

¨

˚

˚

˝

0 ´627 ´95 ´275
0 0 ´190 1540
0 0 0 ´5335
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

ist somit

STBS “
1

1045

¨

˚

˚

˝

5225 0 0 0
0 2299 0 0
0 0 1805 0
0 0 0 ´46475

˛

‹

‹

‚

.
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*2. Seien A und B zwei reelle symmetrische nˆ n-Matrizen mit A positiv definit.

(a) Zeige, dass eine Matrix S P GLnpRq existiert, so dass STAS und STBS beide
Diagonalmatrizen sind.

(b) Gilt dasselbe ohne die Positiv-Definitheit von A? Untersuche zum Beispiel die
Matrizen

`

1 0
0 ´1

˘

und
`

0 1
1 0

˘

.

Lösung :

(a) Da A symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine invertierbare Matrix R mit
A “ RTR. Dann ist C :“ pR´1qTBR´1 wieder eine reelle symmetrische Matrix.
Nach dem Spektralsatz existiert also eine orthogonale Matrix Q, so dass QTCQ
eine Diagonalmatrix ist. Mit S :“ R´1Q ist dann

STBS “ pR´1QqTBpR´1Qq “ QT pR´1qTBR´1Q “ QTCQ

eine Diagonalmatrix und

STAS “ pR´1QqTApR´1Qq “ QT pR´1qT ¨RTR ¨R´1Q “ QTQ “ In

ebenfalls, wie gewünscht.

Aliter: Da A symmetrisch und positiv definit ist, ist die Bilinearform

x , yA : pv, wq ÞÑ vTAw

ein Skalarprodukt auf Rn. Wegen

xA´1Bv,wyA “ pA
´1BvqTAw “ vTBw “ vTApA´1Bwq “ xv,A´1BwyA

für alle v, w ist der Homomorphismus LA´1B selbstadjungiert bezüglich x , yA.
Nach dem Spektralsatz existiert also eine Basis b :“ pv1, . . . , vnq, die orthonormal
ist bezüglich x , yA und aus Eigenvektoren von LA´1B besteht. Dies bedeutet, dass
die Darstellungsmatrix rx , yAsb die Einheitsmatrix und die Darstellungsmatrix

brLA´1Bsb eine Diagonalmatrix ist.

Sei nun S die Matrix mit den Spalten v1, . . . , vn. Aus der Basiswechselformel für
Bilinearformen folgt dann

In “ rx , yAsb “ STAS

und daraus S´1 “ STA. Mit der Basiswechselformel für Endomorphismen folgt
daraus

brLA´1Bsb “ S´1pA´1BqS “ STA ¨A´1BS “ STBS.

Daher sind STAS “ In und STBS simultan diagonal.

(b) Für jede 2ˆ 2-Matrix S “
`

a b
c d

˘

berechnen wir

ST

ˆ

1 0
0 ´1

˙

S “

ˆ

a2 ´ c2 ab´ cd
ab´ cd b2 ´ d2

˙

ST

ˆ

0 1
1 0

˙

S “

ˆ

2ac ad` bc
ad` bc 2bd

˙
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Diese Matrizen sind diagonal genau dann, wenn ab “ cd und ad “ ´bc ist. Ausser-
dem ist S invertierbar genau dann, wenn ad´ bc ‰ 0 ist. Zusammen verlangt dies,
dass 2ad “ ´2bc “ ad ´ bc ‰ 0 ist. Insbesondere sind a, b, c, d alle ungleich Null.
Durch Teilen von ad “ ´bc durch ab “ cd folgt

d

b
“
ad

ab
“
´bc

cd
“ ´

b

d
,

also pdb q
2 “ ´1, was in R gar nicht möglich ist. Somit kann die gesuchte Matrix S

nicht existieren.

3. Seien A und B symmetrische reelle nˆn-Matrizen mit A positiv definit. Zeige, dass ein
c0 P R existiert, so dass cA`B positiv definit ist für alle c ą c0.

Lösung : Im Fall n “ 0 ist cA ` B immer positiv definit. Sei also n ą 0. Sei x , y das
Standard-Skalarprodukt auf Rn und } ¨ } die zugehörige Norm. Da die Menge

Sn´1 :“ tv P Rn | xv, vy “ 1u

kompakt und nicht-leer ist, nehmen die stetigen Funktionen v ÞÑ xAv, vy und v ÞÑ xBv, vy
ihre Minima mA bzw. mB auf Sn´1 an. Aus der Positiv-Definitheit von A folgt mA ą 0.
Betrachte c ą c0 :“ |mB|{mA. Für alle v P Sn´1 gilt dann

xpcA`Bqv, vy “ cxAv, vy ` xBv, vy ě cmA `mB ą c0mA `mB ě 0.

Für alle v P V r t0u ist }v} ą 0 und v
}v} P S

n´1, also folgt daraus

xpcA`Bqv, vy “ }v}2 ¨
@

pcA`Bq v
}v} ,

v
}v}

D

ą 0.

Somit ist cA`B positiv definit.

Aliter: Nach Aufgabe 2 existiert eine Matrix S P GLnpRq, so dass STAS und STBS
beides Diagonalmatrizen sind. Mit A ist dann auch STAS positiv definit, also sind alle
Diagonaleinträge von STAS positiv. Daher existiert ein c0, so dass für alle c ą c0 die
Diagonalmatrix c STAS ` STBS nur positive Diagonaleinträge hat. Dann ist c STAS `
STBS “ ST pcA`BqS positiv definit und folglich cA`B ebenfalls, wie gewünscht.

4. Welche der folgenden drei reellen symmetrischen Matrizen sind positiv definit?

A :“

¨

˚

˚

˝

3 3 2 3
3 1 1 2
2 1 2 1
3 2 1 3

˛

‹

‹

‚

, B :“

¨

˝

6 3 4
3 7 3
4 3 8

˛

‚, C :“

¨

˚

˚

˝

3 0 ´1 0
0 6 1 1
´1 1 8 2
0 1 2 5

˛

‹

‹

‚

.

Hinweis: Verwende das Hauptminorenkriterium.

Lösung : Seien Ai, Bi, Ci die jeweiligen Hauptminoren. Da detA2 “ det
`

3 3
3 1

˘

“ ´6
negativ ist, ist A nicht positiv definit. Dagegen sind detBi “ 6, 33, 170 für i “ 1, 2, 3
alle positiv, also ist B positiv definit. Ebenso sind detCi “ 3, 18, 135, 592 für i “ 1, . . . , 4
alle positiv, also ist auch C positiv definit.
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5. Sei A die positiv-definite reelle symmetrische Matrix

A :“

¨

˝

53 ´4 ´26
´4 29 22
´26 22 44

˛

‚ .

Finde eine positiv-definite reelle symmetrische Matrix B mit B2 “ A.

Lösung : Durch Diagonalisierung erhält man

A “
1

3

¨

˝

1 2 ´2
´2 2 1

2 1 2

˛

‚

¨

˝

9 0 0
0 36 0
0 0 81

˛

‚

1

3

¨

˝

1 ´2 2
2 2 1
´2 1 2

˛

‚ .

Die gesuchte Matrix ist somit

B :“
1

3

¨

˝

1 2 ´2
´2 2 1

2 1 2

˛

‚

¨

˝

3 0 0
0 6 0
0 0 9

˛

‚

1

3

¨

˝

1 ´2 2
2 2 1
´2 1 2

˛

‚“

¨

˝

7 0 ´2
0 5 2

´2 2 6

˛

‚ .

6. (a) Bestimme eine Singulärwertzerlegung A “ QDR der reellen Matrix

A :“

¨

˝

1 ´1
0 1
1 0

˛

‚.

(b) Gib eine Singulärwertzerlegung von AT an.

Lösung :

(a) Wir berechnen die Matrix

ATA “

ˆ

1 0 1
´1 1 0

˙

¨

˝

1 ´1
0 1
1 0

˛

‚“

ˆ

2 ´1
´1 2

˙

und das zugehörige charakteristische Polynom

PATApXq “ det

ˆ

2´X ´1
´1 2´X

˙

“ X2 ´ 4X ` 3 “ pX ´ 3qpX ´ 1q.

Somit hat ATA die Eigenwerte λ1 :“ 3 und λ2 :“ 1. Die Singulärwerte von A sind
also σ1 :“

?
3 und σ2 :“ 1 und die Matrix D ist

D :“

¨

˝

?
3 0

0 1
0 0

˛

‚ .

Die normierten Eigenvektoren von ATA zu den Eigenwerten λ1 bzw. λ2 sind

v1 :“
1
?

2

ˆ

1
´1

˙

bzw. v2 :“
1
?

2

ˆ

1
1

˙

.
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Diese bilden die Spalten von RT , also betrachten wir die orthogonale Matrix

R :“ pv1 v2q
T “

1
?

2

ˆ

1 ´1
1 1

˙

.

Die gesuchte Gleichung AR´1 “ QD erfordert, dass für i “ 1, 2 die i-te Spalte von
Q gleich 1{σi mal der i-ten Spalte von AR´1 ist. Wir haben also Q :“ pw1 w2 w3q

mit

w1 :“
1

σ2
Av1 “

1
?

6

¨

˝

2
´1
1

˛

‚ und w2 :“
1

σ1
Av2 “

1
?

2

¨

˝

0
1
1

˛

‚

und einem beliebigen Vektor w3, so dass pw1, w2, w3q eine Orthonormalbasis ist.
Zum Beispiel liefert der Gram-Schmidt-Algorithmus für die Basis pw1, w2, e1q mit
e1 :“ p1, 0, 0qT den Vektor

w3 :“
e1 ´ xe1, w1yw1 ´ xe1, w2yw2

}e1 ´ xe1, w1yw1 ´ xe1, w2yw2}
“

1
?

3

¨

˝

1
1
´1

˛

‚ .

Damit folgt die gesuchte Zerlegung
¨

˝

1 ´1
0 1
1 0

˛

‚ “ A “ QDR “
1
?

6

¨

˝

2 0
?

2

´1
?

3
?

2

1
?

3
?

2

˛

‚¨

¨

˝

?
3 0

0 1
0 0

˛

‚¨
1
?

2

ˆ

1 ´1
1 1

˙

.

(b) Die Transponierte einer orthogonalen Matrix ist wieder orthogonal. Somit ist AT “

RTDTQT wieder eine Singulärwertzerlegung.

7. Zeige, dass das charakteristische Polynom jeder hermiteschen Matrix reelle Koeffizienten
hat.

Lösung : Für jedes komplexe Polynom ϕpXq “
ř

akX
k definieren wir das komplex kon-

jugierte Polynom durch ϕpXq :“
ř

akX
k. Dies definiert einen Ringhomomorphismus

CrXs Ñ CrXs. Für jede hermitesche Matrix A gilt nach Definition A “ A˚ :“ AT . Für
ihr charakteristisches Polynom PApXq “

ř

k akX
k gilt daher

PApXq “ detpXIn ´Aq

“ det
`

XIn ´A
T
˘

“ det
`

pXIn ´Aq
T
˘

“ det
`

pXIn ´AqT
˘

“ det
`

XIn ´A
˘

“ PApXq.

Folglich gilt ak “ ak, also ak P R für alle k.

Aliter mit Spektralsatz: Jede hermitesche Matrix A ist nach dem Spektralsatz ähnlich zu
einer Diagonalmatrix D mit reellen Diagonaleinträgen. Das charakteristische Polynom
PApXq von A ist invariant unter Ähnlichkeit. Folglich ist es gleich dem charakteristi-
schen Polynom der Matrix D, welche nur reelle Einträge besitzt. Also hat PApXq reelle
Koeffizienten.
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8. Sei pV, x¨, ¨yq ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum. Zeige, dass zu jeder Ses-
quilinearform f : V ˆ V Ñ C eine eindeutige lineare Abbildung Tf : V Ñ V existiert
mit

@x, y P V : fpx, yq “ xTfx, yy .

Lösung : SeiB “ pv1, . . . , vnq eine geordnete Orthonormalbasis von V . Falls die gewünsch-
te lineare Abbildung Tf existiert, so ist ihre Darstellungsmatrix gleich

rTf sB “

´

xvi, Tfvjy
¯

1ďi,jďn
“

´

xTfvj , viy
¯

1ďi,jďn
“

´

fpvj , viq
¯

1ďi,jďn
.

Dies zeigt die Eindeutigkeit von Tf . Definieren wir umgekehrt die Abbildung Tf P

EndpV q als den eindeutigen Endomorphismus mit Darstellungsmatrix

rTf sB “
´

fpvj , viq
¯

1ďi,jďn
,

so gilt für alle Elemente x “
ř

i aivi und y “
ř

k bkvk in V

xTfx, yy “
A

ÿ

i

ai
ÿ

j

fpvi, vjqvj ,
ÿ

k

bkvk

E

“
ÿ

i,j,k

aibkfpvi, vjqδjk

“
ÿ

i,j

aibjfpvi, vjq

“ f
´

ÿ

i

aivi,
ÿ

j

bjvj

¯

“ fpx, yq .

Damit ist Tf die gewünschte Abbildung.
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