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SPEKTRALSATZ MIT ANWENDUNGEN, UNITARE VEKTORRAUME

1. Betrachte die reelle symmetrische Matrix

N = W Ot
O~ oW
O DN = =
N © OO

Finde ohne Berechnung der Eigenwerte ein S € GL,(R), so dass STBS diagonal
ist.

Losung: Wir verwenden den symmetrischen Gauss-Algorithmus und erhalten die
folgenden Zwischenschritte:

B | I
25 0 0 0 0 -3 —1 -2
1o 11 2 -6 Lo Ljo0o 0 o
510 2 9 43 47510 0o o o
0 -6 43 6 0 0 0 0
2% 0 0 0 0 —33 —15 —40
1[0 122 0 0 Lo Lo 0 ~10 30
551 0 0 95 485 7510 0 0 0
0 0 485 30 0 0 0 0
5225 0 0 0 0 —627 —95 —275
1 0 2299 0 0 Lo L [0 0 —190 1500
1045 | 0 0 1805 0 YT 7045 10 0 0 —5335
0 0 0 —46475 0 0 0 0
Mit
0 —627 —95 —275
1 o o —190 1540
Si=L+yomElo o —5335
0 0
ist somit

5225 0
1 0 2299 O 0
T —
5 BS = 1805 0 )
—46475



*2. Seien A und B zwei reelle symmetrische n x n-Matrizen mit A positiv definit.

(a) Zeige, dass eine Matrix S e GL,(R) existiert, so dass STAS und STBS beide
Diagonalmatrizen sind.

(b) Gilt dasselbe ohne die Positiv-Definitheit von A? Untersuche zum Beispiel die
: 10 01
Matrizen (0 71) und (1 0)‘
Lésung:

(a) Da A symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine invertierbare Matrix R mit
A = RTR. Dann ist C := (R™Y)TBR™! wieder eine reelle symmetrische Matrix.
Nach dem Spektralsatz existiert also eine orthogonale Matrix @, so dass QT CQ
eine Diagonalmatrix ist. Mit S := R~1Q ist dann

S™BS = (R'Q)"B(R'Q) = Q"(R)"BR™'Q = Q"CQ
eine Diagonalmatrix und
STAS = (RT'QTARTQ) = Q"(RH"-R'TR-R'Q = Q"Q = I,

ebenfalls, wie gewiinscht.

Aliter: Da A symmetrisch und positiv definit ist, ist die Bilinearform

(oo (v,w) — ol Aw
ein Skalarprodukt auf R™. Wegen
(A7 'Bv,w)s = (A1 Bv)T Aw = v Bw = vT A(A™' Bw) = (v, A"*Bw) 4

fiir alle v,w ist der Homomorphismus L 4-1p5 selbstadjungiert beziiglich { , )4.
Nach dem Spektralsatz existiert also eine Basis b := (v1,...,v,), die orthonormal
ist beziiglich ( , )4 und aus Eigenvektoren von L 415 besteht. Dies bedeutet, dass
die Darstellungsmatrix [( , Ya]p die Einheitsmatrix und die Darstellungsmatrix
o[ L a-1]p eine Diagonalmatrix ist.

Sei nun S die Matrix mit den Spalten vy, ...,v,. Aus der Basiswechselformel fiir
Bilinearformen folgt dann

I, = [(,)a]y = STAS

und daraus S~' = STA. Mit der Basiswechselformel fiir Endomorphismen folgt

daraus
s[La-1ply = STHAIB)S = STA.-A7'BS = STBS.

Daher sind STAS = I,, und ST BS simultan diagonal.
(b) Fiir jede 2 x 2-Matrix S = (¢ 3) berechnen wir

(1 0 B a’?—c® ab—cd
S <0 —1)5 N <ab—cd b2 — d?

(0 1 _ 2ac  ad+ be
s (1 0)5 B (ad—i—bc 2bd



Diese Matrizen sind diagonal genau dann, wenn ab = ¢d und ad = —bc ist. Ausser-
dem ist S invertierbar genau dann, wenn ad — be # 0 ist. Zusammen verlangt dies,
dass 2ad = —2bc = ad — bc # 0 ist. Insbesondere sind a, b, ¢, d alle ungleich Null.
Durch Teilen von ad = —bc durch ab = cd folgt

d ad —bc b

b ab  cd d’
also (%l)2 = —1, was in R gar nicht moglich ist. Somit kann die gesuchte Matrix S

nicht existieren.

3. Seien A und B symmetrische reelle n x n-Matrizen mit A positiv definit. Zeige, dass ein
co € R existiert, so dass cA + B positiv definit ist fiir alle ¢ > ¢g.

Lésung: Im Fall n = 0 ist cA + B immer positiv definit. Sei also n > 0. Sei { , ) das
Standard-Skalarprodukt auf R™ und || - || die zugehérige Norm. Da die Menge

S7hi={veR" | (w,v) =1}

kompakt und nicht-leer ist, nehmen die stetigen Funktionen v — (Av,v) und v — (Bv,v)
ihre Minima m4 bzw. mp auf "' an. Aus der Positiv-Definitheit von A folgt m4 > 0.
Betrachte ¢ > cg := |mp|/ma. Fiir alle v € S~ gilt dann

{(cA+ B)v,v)y = «Av,vy+{(Bv,v)y = cmag+mp > coma+mp = 0.

Fiir alle v € V'~ {0} ist [[v| > 0 und % € S™71, also folgt daraus

HvH

{(cA+ B)v,v) = HUH2-<(CA+B vy o> 0.

» Tol
Somit ist cA + B positiv definit.

Aliter: Nach Aufgabe 2 existiert eine Matrix S € GL,(R), so dass STAS und STBS
beides Diagonalmatrizen sind. Mit A ist dann auch ST AS positiv definit, also sind alle
Diagonaleintriige von ST AS positiv. Daher existiert ein c¢g, so dass fiir alle ¢ > ¢ die
Diagonalmatrix ¢ ST AS + ST BS nur positive Diagonaleintriige hat. Dann ist ¢ ST AS +
STBS = ST(cA + B)S positiv definit und folglich cA + B ebenfalls, wie gewiinscht.

4. Welche der folgenden drei reellen symmetrischen Matrizen sind positiv definit?

3 3 2 3 3 0 -1 0
6 3 4
3 1 1 2 0 6 1 1
A= 2 1 2 1) B = i ; g , = -1 1 8 2
3 2 1 3 0O 1 2 5
Hinwers: Verwende das Hauptminorenkriterium.
Lésung: Seien A;, B;, C; die jeweiligen Hauptminoren. Da det Ao = det (g i’) = —6

negativ ist, ist A nicht positiv definit. Dagegen sind det B; = 6, 33, 170 fir i = 1, 2, 3
alle positiv, also ist B positiv definit. Ebenso sind det C; = 3, 18, 135,592 firi = 1,...,4
alle positiv, also ist auch C positiv definit.



5. Sei A die positiv-definite reelle symmetrische Matrix

53 —4 26
A= -4 29 22
—-26 22 44

Finde eine positiv-definite reelle symmetrische Matrix B mit B? = A.

Lésung: Durch Diagonalisierung erhélt man

1 2 =2\ /9 0 0 1 -2 2
1 1
A= 3 -2 2 1]10 36 0 |- 2 2 1
2 1 2/ \0 0 81 -2 1
Die gesuchte Matrix ist somit

1 1 2 -2\/3 0 0 1 1 -2 2 7T 0 =2
B := 3 -2 2 1]10 6 O 3 2 2 1|= 0o 5 2
2 1 2/\0 0 9 -2 1 2 -2 2 6

6. (a) Bestimme eine Singuldrwertzerlegung A = QDR der reellen Matrix
1 -1
A=10 1
1 0
(b) Gib eine Singulirwertzerlegung von A” an.
Lésung:
(a) Wir berechnen die Matrix

1 -1
v, (1 01 (2 -1
s (40 o )= (5

und das zugehorige charakteristische Polynom

Pura(X) = det (2:1X 2:1)() = X?—4X +3 = (X -3)(X —1).

Somit hat AT A die Eigenwerte A := 3 und Ay := 1. Die Singulirwerte von A sind
also o1 := v/3 und o9 := 1 und die Matrix D ist

V3 0
D = 0 1
0 O

Die normierten Eigenvektoren von AT A zu den Eigenwerten \; bzw. o sind

w5 (1) )

4



Diese bilden die Spalten von R, also betrachten wir die orthogonale Matrix

Rim (v1 v)T — \1@ G _11> .

Die gesuchte Gleichung AR~ = QD erfordert, dass fiir i = 1,2 die i-te Spalte von
Q gleich 1/0; mal der i-ten Spalte von AR™! ist. Wir haben also Q := (w; ws w3)
mit

1 2 1 1 0

1
wy = —Avy = — | -1 und - wy = —Avy = —=

1
g9 \/6 1 01 \/§ 1

und einem beliebigen Vektor ws, so dass (w1, ws,w3) eine Orthonormalbasis ist.
Zum Beispiel liefert der Gram-Schmidt-Algorithmus fiir die Basis (w1, we, e1) mit
e1 := (1,0,0)7 den Vektor

1
w0y = e1 — {e1, wrywy — {e1, wa)yws _ 1 1
o fer = Cerwipwy = ler,wpwa| V3|

Damit folgt die gesuchte Zerlegung

1 -1 ) 2 0 42 V3 0 L /1 1
0 1 | =A=QDR= —|-1 /3 v2]- (0 1 < _>.
1 0 V6 1 /3 V2 0 0 V2Ll

(b) Die Transponierte einer orthogonalen Matrix ist wieder orthogonal. Somit ist AT =
RTDTQT wieder eine Singulirwertzerlegung.

7. Zeige, dass das charakteristische Polynom jeder hermiteschen Matrix reelle Koeffizienten
hat.

Lésung: Fiir jedes komplexe Polynom ¢(X) = Y az X* definieren wir das komplex kon-
jugierte Polynom durch ®(X) := Y@, X*. Dies definiert einen Ringhomomorphismus
C[X] — C[X]. Fiir jede hermitesche Matrix A gilt nach Definition A = A* := AT Fiir
ihr charakteristisches Polynom P4 (X) = 3, ar X" gilt daher

PA(X) = det(XI, — A)
= det(XI, — A")
= det((XT, ~ A)7)
= det((XI, — A)T)
= det(XI, — 4) = Pa(X).

N

Folglich gilt ax = ag, also ax € R fiir alle k.

Aliter mit Spektralsatz: Jede hermitesche Matrix A ist nach dem Spektralsatz dhnlich zu
einer Diagonalmatrix D mit reellen Diagonaleintrdgen. Das charakteristische Polynom
PA(X) von A ist invariant unter Ahnlichkeit. Folglich ist es gleich dem charakteristi-
schen Polynom der Matrix D, welche nur reelle Eintréige besitzt. Also hat P4(X) reelle
Koeffizienten.



8. Sei (V,{:,-)) ein endlich-dimensionaler unitérer Vektorraum. Zeige, dass zu jeder Ses-
quilinearform f : V' x V — C eine eindeutige lineare Abbildung Ty : V' — V existiert
mit

V%ye V: f(J:?y) :<fo7y>

Lésung: Sei B = (v1,. .., vy,) eine geordnete Orthonormalbasis von V. Falls die gewiinsch-
te lineare Abbildung T existiert, so ist ihre Darstellungsmatrix gleich

= (<vajv 'UZ>> = (f(’Uja UZ))

Dies zeigt die Eindeutigkeit von Ty. Definieren wir umgekehrt die Abbildung T €
End(V) als den eindeutigen Endomorphismus mit Darstellungsmatrix

Tip = ( T ) .
[Tr1s (i Tyvy) 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

(Tt]B = (f(vj, Uz'))

L
1<i,j<n

so gilt fiir alle Elemente x =}, a;v; und y = >, byvg in V

Ty gy = (S ai ) Tl 03005, bive )
i 7 k

= Z aiby f (vi, v5)0k

ik
= ZCTibjf(Uz',Uj)

,J
(S )
i j

= f(xv y) .

Damit ist Ty die gewiinschte Abbildung.



