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UNITARE VEKTORRAUME

1. Sei (V,{:,-)) ein unitérer Vektorraum.

(a) Zeige fiir alle x,y € V die Polarisationsformel
1 . . . .
@,y = 7 (o +yl? = o =yl = illz + iyl + illz = ig]*).
(b) Sei f:V — V eine bijektive lineare Abbildung. Zeige
fist unitir <  YoeV:{f(v), f(v)) = {v,v)
Lésung:
(a) Fir alle z,y € V gilt
(lz +y* =z = y* = ile + iy[* + i|o - iy|?)
(<x+y,x+y>—<x—y,a:—y>—i<x+iy,x+iy>+i<x—iy,x—iy>>

(2> + oy + 2> + o)

= (&, 2) = (2, y) =y, v) + (Y, 9))
—i ((z, x) + {x, 1Y) + iy, v) + {1y, iy))

+i ((x,x) — (x,1y) — (iy, x) + (Y, iy)) >

= i (26w, + 2y, 2) = 2iCe iy) — 2y, ) )
e S

72<:E,y> 2<y,2>

N e L S

= <x,y>.

(b) Die Richtung =’ folgt direkt aus der Definition einer unitéiren Abbildung.
Nehmen wir umgekehrt an:

VoeV: (f(v), f(v)) = (v,v).



Dann folgt aus der Polarisationsformel

(fv), f(w))
<||f(v) + f@)I* = [If () = f)I* + il f(v) + if (w)][* = il £ (v) —if(w)IIQ)

(117 +w)I2 = 1f(w = w2+l (0 + iw) [ = illf (v = iw)][?)

e Bl e

(1o -+ wl> = llo = ][ + illo + il = il jo - iw][)
= <U7 w>
fiir alle v,w € V', also ist f unitér.

2. Sei n > 1 und sei ¢ := e*™/". Zeige, dass die folgende komplexe Matrix unitér ist:

e <\/Lﬁ g(k—l)(€—1)>

1<kl<n

Lésung: Fiir alle a € Z gilt

71— 0 fallsnta,

anca(ﬁl) _ ¢r—1
=1 Sl = n falls nja.

Mit A* = AT = (¢7m=DED /), _, . folgt fiir alle 1 < k,m <n

1 e L o1y 1 e
(AA ) g = Z\/_ﬁ((k (¢ 1)\/_HC (m—1)(e-1) _ EZC(k )e-1) _ .
¢ ¢

also AA* = 1,.

*3. Im Abschnitt 11.11 der Vorlesung wurde der folgende Satz présentiert. Fiihre
seinen Beweis aus in Analogie zu dem entsprechenden Beweis im reellen Fall.

Satz: Fiir jede hermitesche n x n-Matrix A = (akg) ., sind dquivalent:

a) Die Matrix A ist positiv definit.

(a)

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(c) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A = B*B.
)

(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A = R*R.
(Cholesky-Zerlegung)

(e) Es existiert eine invertierbare hermitesche Matrix C' mit A = C*C = C?.

(f) Die Determinante der Matrix A,, := (akg)
(Hauptminorenkriterium)

. ist positiv fiir jedes 1 < m < n.



Lésung: (e)=>(c) folgt mit B := C.
(d)=(c) folgt mit B := R.

(c)=(a): Sei B wie in (c). Fiir alle z € C" mit x # 0 ist dann Bx # 0 und folglich
1r*Axr = 2*B*Bx = (Bx)*(Bx) = |Bz|?* > 0. Also ist A positiv definit.

(a)=(d): Ist A positiv definit, so ist v: C" x C* — C, (x,y) — z*Ay ein Ska-
larprodukt. Auf dieses und die Standardbasis eq,...,e, von C" wenden wir das
Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren an und erhalten eine Orthonormal-
basis by, ..., b, beziiglich v sowie Koeffizienten ay, € C und ay € R>?, so dass fiir
alle 1 < ¢ < n gilt

J4
€y = ZCLkZbk-
k=1

Mit age := 0 fiir alle 1 < ¢ < k < nist dann R := (age)r eine invertierbare obere
Dreiecksmatrix. Fiir die Matrix B := (b, ..., b,) gilt dann

I, = (e1,...,en) = (b1,...,b,)R = BR.
Dass by, ..., b, eine Orthonormalbasis beziiglich v ist, bedeutet andererseits
B*AB = (0;Ab),, = (), = In-
Zusammen folgt daraus

R*R = R*I,R = R*(B*AB)R = (BR)*A(BR) = I*Al, = A.

(a)<(b): Nach dem Spektralsatz existiert eine unitére Matrix () mit

D = Q'AQ = Q*AQ = diag(\i,...,\)

fiir gewisse A\ € R. Insbesondere ist A &hnlich zu D, und die )\; sind genau die
Eigenwerte von A. Da @ invertierbar ist, ist jeder von Null verschiedene Vektor
in C" gleich @z fiir einen von Null verschiedenen Vektor z € C". Fiir diesen gilt
dann weiter

(Q2)*A(Qz) = 2"Q*AQz =z"Dz = Z)\kikzk = Z)\k|zk\2.
k k

Dass A positiv definit ist, ist also dquivalent dazu, dass dieser Ausdruck immer
> ( ist. Im Fall z = e ist dieser Ausdruck gleich A\, also muss jedes A\ > 0
sein; woraus die Implikation (a)=>(b) folgt. Ist umgekehrt jedes A; > 0, so ist die
rechte Seite immer > 0 und = 0 nur, wenn alle z;, = 0 sind. Da wir dies bereits
ausgeschlossen haben, folgt die Implikation (a)<(b).

(b)=>(e): Seien @ und D = diag(\i, ..., \,) wie soeben, wobei alle \; € R>? sind.
Setze D' := diag(v/A1,...,vA,) und C := QD'Q*. Dann gilt

C* = (QD'QY)" = (Q)"(D)Q" = QD'Q" = C,
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also ist C' hermitesch. Weiter gilt
C?* = (QD'Q")(QD'Q*) = QD'(Q*Q)D'Q* = QD'L,D'Q* = QD'D'Q*
= QDQ* = QRAQ)Q* = (QQ"AQQ*) = LAL = A

(a)=(f): Fiir jedes 1 < m < n betrachten wir die injektive lineare Abbildung e:
C™ — C", z — (7) und die Sesquilinearform

0
C"xC" - C, (z,y) — e(x)*Ae(y).

Dass A hermitesch und positiv definit ist, impliziert, dass auch diese hermitesch
und positiv definit ist. Aus der Definition von A,, folgt aber e(z)*Ae(y) = x*A,y.
Also ist A,, hermitesch und positiv definit. Die bereits bewiesene Implikation
(a)=(b) auf A,, angewendet zeigt daher, dass alle Eigenwerte von A,, reell und
positiv sind. Das Produkt dieser Eigenwerte ist aber det(A,,) und somit ebenfalls
reell positiv.

(f)=(a): Wir benutzen Induktion iiber n. Im Fall n = 0 ist nichts zu beweisen.
Sei also n > 0 und die Implikation bereits bewiesen fiir n — 1. Dann gilt die
Implikation insbesondere fiir A, _;. Da die Hauptminoren von A, _; genau die
Hauptminoren det(A,,) fiir 1 < m < n—1von A sind, ist also A,,_; positiv definit.
Die bereits bewiesene Implikation (a)=>(c) auf A,,_; angewendet zeigt daher, dass
A,_1 = B*B ist fiir eine invertierbare (n — 1) x (n — 1)-Matrix B. Mit der n x n-
Blockmatrix C' := (ﬁ_l 10) gilt dann

—1)\* % -1 —1\* -1
C*AC = (B7H)* 0 ) Any (B 0 _ (B~YH)*A, B
0 * * * 0 * * *
()
Wegen (C*AC)* = C*A*(C*)* = C*AC ist diese Matrix wieder hermitesch. Also

gilt genauer
C*AC = ([”*1 w)
w* A

fiir ein w € C"! sowie ein A = X € C, also ein A € R. Mit D := (["‘1 _‘1”) folgt

dann
L * % _ ]n—l 0 ) In—l w ) ]n—l —Ww
oo - (B 0) (B ) (B )
(I 0
— 0 4
mit p:= A — w*w € R. Fiir dieses gilt dann
p = det(E) = det(D*C*ACD) = det(D*)det(C*)det(A)det(C)det(D)
= det(D) det(C) det(A) det(C) det(D) = det(A) - |det(D)]?* - |det(C)|?.
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Da D und C invertierbar sind, ist det(D) - det(C) # 0 und somit |det(D)|* -
| det(C)|> > 0. Andererseits bedeutet der Spezialfall m = n der Voraussetzung (f),
dass det(A) > 0 ist. Also ist g > 0. Somit ist die Matrix E positiv definit, zum
Beispiel wegen der bereits bewiesenen Implikation (b)=(a). Da Positiv-Definitheit
unter Basiswechsel invariant ist, ist also auch A positiv definit, was zu zeigen war.

. Seien V und W endlichdimensionale unitiare Vektorraume und sei f: V' — W eine
lineare Abbildung. Die Singuldrwerte von f sind definiert als die Quadratwurzeln
der positiven Eigenwerte von f* o f.

Zeige: Eine Zahl o € R>? ist ein Singuldrwert von f genau dann, wenn gilt:

JueV {0}, Jwe W~ {0}: f(v) =ow A f*(w)=o0v.

Losung:

(=) Sei o ein Singuldrwert von f. Dann gibt es einen Vektor v € V' ~ {0} mit
f*(f(v)) = ov. Fiir w := f(v)/o folgt also

fv) =ow und  f*(w) = f*(f(v))/o = ov.

(<) Sei 0 > 0 und seien v € V \ {0} und w € W ~ {0} mit f(v) = ow und
f*(w) = ov. Wegen f*f(v) = f*(ow) = o?v ist 02 ein Eigenwert von f*f,
also Vo2 = ¢ ein Singuldrwert von f.

. Bestimme eine Singuldrwertzerlegung A = QDR der komplexen Matrix
3+ 22 7 0

A:=— - 3+2 0

0 0 2i

Léosung: Wir berechnen A*A und erhalten

14 6: 0O
A¥A = 1 —6: 14 0
0 0 4

Wegen dem Eintrag unten rechts besitzt A* A einen Eigenwert 1. Um die anderen
Eigenwerte zu bestimmen berechnen wir das charakteristische Polynom der oberen
linken 2 x 2-Matrix. Dieses ist (X — L)(X — L) + % = X?-7X+10 =
(X —5)(X — 2). Also hat A*A die Eigenwerte 5, 2 und 1. Daraus schliessen wir,

dass A die Singuldrwerte \/5, 4/2 und 1 besitzt und die Matrix D gleich

V5

D=10
0

o%o
)

0
0
1



ist. Die normierten Eigenvektoren von A*A zu den Eigenwerten 5 bzw. 2 bzw. 1
sind
(1t !
i

0
! 0

= —1 = — , Ug 1=
V2 V2 \o 1

I )
oY
R:7§7§0
0 0 1

Die Matrix @) finden wir durch Losen der Matrixgleichung AR* = QD. Wir finden

1w
N

Q: vio 2 0
0 0 =

Damit erhalten wir schliesslich die Singuladrwertzerlegung

L (342 i 0 G0N /VE 0 0\ [ 5 O
. - _ 1—2¢ 1—1 1 —1
0 0 21 0 0 1 0 0 1 0 0 1



