
D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlösung Serie 22

Unitäre Vektorräume

1. Sei pV, x¨, ¨yq ein unitärer Vektorraum.

(a) Zeige für alle x, y P V die Polarisationsformel

xx, yy “
1

4

´

}x` y}2 ´ }x´ y}2 ´ i}x` iy}2 ` i}x´ iy}2
¯

.

(b) Sei f : V Ñ V eine bijektive lineare Abbildung. Zeige

f ist unitär ðñ @v P V : xfpvq, fpvqy “ xv, vy

Lösung :

(a) Für alle x, y P V gilt

1

4

`

}x` y}2 ´ }x´ y}2 ´ i}x` iy}2 ` i}x´ iy}2
˘

“
1

4

´

xx` y, x` yy ´ xx´ y, x´ yy ´ ixx` iy, x` iyy ` ixx´ iy, x´ iyy
¯

“
1

4

´

xx, xy ` xx, yy ` xy, xy ` xy, yy

´ pxx, xy ´ xx, yy ´ xy, xy ` xy, yyq

´i pxx, xy ` xx, iyy ` xiy, xy ` xiy, iyyq

`i pxx, xy ´ xx, iyy ´ xiy, xy ` xiy, iyyq
¯

“
1

4

´

2xx, yy ` 2xy, xy ´ 2ixx, iyy
looomooon

´2xx,yy

´ 2ixiy, xy
looomooon

2xy,xy

¯

“ xx, yy.

(b) Die Richtung ’ñ’ folgt direkt aus der Definition einer unitären Abbildung.
Nehmen wir umgekehrt an:

@v P V : xfpvq, fpvqy “ xv, vy.
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Dann folgt aus der Polarisationsformel

xfpvq, fpwqy

“
1

4

´

||fpvq ` fpwq||2 ´ ||fpvq ´ fpwq||2 ` i||fpvq ` ifpwq||2 ´ i||fpvq ´ ifpwq||2
¯

“
1

4

´

||fpv ` wq||2 ´ ||fpv ´ wq||2 ` i||fpv ` iwq||2 ´ i||fpv ´ iwq||2
¯

“
1

4

´

||v ` w||2 ´ ||v ´ w||2 ` i||v ` iw||2 ´ i||v ´ iw||2
¯

“ xv, wy

für alle v, w P V , also ist f unitär.

2. Sei n ě 1 und sei ζ :“ e2πi{n. Zeige, dass die folgende komplexe Matrix unitär ist:

A :“
´ 1
?
n
ζpk´1qp`´1q

¯

1ďk,`ďn
.

Lösung : Für alle a P Z gilt

n
ÿ

`“1

ζap`´1q “

#

ζan´1
ζa´1

“ 0 falls n - a,
řn
`“1 1 “ n falls n|a.

Mit A˚ “ AT “
`

ζ´pm´1qp`´1q{
?
n
˘

1ď`,mďn
folgt für alle 1 ď k,m ď n

pAA˚qkm “
ÿ

`

1
?
n
ζpk´1qp`´1q

1
?
n
ζ´pm´1qp`´1q “

1

n

ÿ

`

ζpk´mqp`´1q “ δkm,

also AA˚ “ In.

*3. Im Abschnitt 11.11 der Vorlesung wurde der folgende Satz präsentiert. Führe
seinen Beweis aus in Analogie zu dem entsprechenden Beweis im reellen Fall.

Satz: Für jede hermitesche nˆ n-Matrix A “
`

ak`
˘

k,`“1,...,n
sind äquivalent:

(a) Die Matrix A ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(c) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A “ B˚B.

(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A “ R˚R.
(Cholesky-Zerlegung)

(e) Es existiert eine invertierbare hermitesche Matrix C mit A “ C˚C “ C2.

(f) Die Determinante der MatrixAm :“
`

ak`
˘

k,`“1,...,m
ist positiv für jedes 1 ď m ď n.

(Hauptminorenkriterium)
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Lösung : (e)ñ(c) folgt mit B :“ C.

(d)ñ(c) folgt mit B :“ R.

(c)ñ(a): Sei B wie in (c). Für alle x P Cn mit x ‰ 0 ist dann Bx ‰ 0 und folglich
x˚Ax “ x˚B˚Bx “ pBxq˚pBxq “ }Bx}2 ą 0. Also ist A positiv definit.

(a)ñ(d): Ist A positiv definit, so ist γ : Cn ˆ Cn Ñ C, px, yq ÞÑ x˚Ay ein Ska-
larprodukt. Auf dieses und die Standardbasis e1, . . . , en von Cn wenden wir das
Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren an und erhalten eine Orthonormal-
basis b1, . . . , bn bezüglich γ sowie Koeffizienten ak` P C und a`` P Rą0, so dass für
alle 1 ď ` ď n gilt

e` “
ÿ̀

k“1

ak`bk.

Mit ak` :“ 0 für alle 1 ď ` ă k ď n ist dann R :“ pak`qk,` eine invertierbare obere
Dreiecksmatrix. Für die Matrix B :“ pb1, . . . , bnq gilt dann

In “ pe1, . . . , enq “ pb1, . . . , bnqR “ BR.

Dass b1, . . . , bn eine Orthonormalbasis bezüglich γ ist, bedeutet andererseits

B˚AB “
`

b˚kAb`
˘

k,`
“

`

δk`
˘

k,`
“ In.

Zusammen folgt daraus

R˚R “ R˚InR “ R˚pB˚ABqR “ pBRq˚ApBRq “ I˚nAIn “ A.

(a)ô(b): Nach dem Spektralsatz existiert eine unitäre Matrix Q mit

D :“ Q´1AQ “ Q˚AQ “ diagpλ1, . . . , λnq

für gewisse λk P R. Insbesondere ist A ähnlich zu D, und die λk sind genau die
Eigenwerte von A. Da Q invertierbar ist, ist jeder von Null verschiedene Vektor
in Cn gleich Qz für einen von Null verschiedenen Vektor z P Cn. Für diesen gilt
dann weiter

pQzq˚ApQzq “ z˚Q˚AQz “ z˚Dz “
ÿ

k

λkzkzk “
ÿ

k

λk|zk|
2.

Dass A positiv definit ist, ist also äquivalent dazu, dass dieser Ausdruck immer
ą 0 ist. Im Fall z “ ek ist dieser Ausdruck gleich λk, also muss jedes λk ą 0
sein; woraus die Implikation (a)ñ(b) folgt. Ist umgekehrt jedes λk ą 0, so ist die
rechte Seite immer ě 0 und “ 0 nur, wenn alle zk “ 0 sind. Da wir dies bereits
ausgeschlossen haben, folgt die Implikation (a)ð(b).

(b)ñ(e): Seien Q und D “ diagpλ1, . . . , λnq wie soeben, wobei alle λk P Rą0 sind.
Setze D1 :“ diagp

?
λ1, . . . ,

?
λnq und C :“ QD1Q˚. Dann gilt

C˚ “ pQD1Q˚q˚ “ pQ˚q˚pD1q˚Q˚ “ QD1Q˚ “ C,
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also ist C hermitesch. Weiter gilt

C2 “ pQD1Q˚qpQD1Q˚q “ QD1pQ˚QqD1Q˚ “ QD1InD
1Q˚ “ QD1D1Q˚

“ QDQ˚ “ QpQ˚AQqQ˚ “ pQQ˚qApQQ˚q “ InAIn “ A.

(a)ñ(f): Für jedes 1 ď m ď n betrachten wir die injektive lineare Abbildung ε :
Cm Ñ Cn, x ÞÑ

`

x
0

˘

und die Sesquilinearform

Cm
ˆ Cm

Ñ C, px, yq ÞÑ εpxq˚Aεpyq.

Dass A hermitesch und positiv definit ist, impliziert, dass auch diese hermitesch
und positiv definit ist. Aus der Definition von Am folgt aber εpxq˚Aεpyq “ x˚Amy.
Also ist Am hermitesch und positiv definit. Die bereits bewiesene Implikation
(a)ñ(b) auf Am angewendet zeigt daher, dass alle Eigenwerte von Am reell und
positiv sind. Das Produkt dieser Eigenwerte ist aber detpAmq und somit ebenfalls
reell positiv.

(f)ñ(a): Wir benutzen Induktion über n. Im Fall n “ 0 ist nichts zu beweisen.
Sei also n ą 0 und die Implikation bereits bewiesen für n ´ 1. Dann gilt die
Implikation insbesondere für An´1. Da die Hauptminoren von An´1 genau die
Hauptminoren detpAmq für 1 ď m ď n´1 von A sind, ist also An´1 positiv definit.
Die bereits bewiesene Implikation (a)ñ(c) auf An´1 angewendet zeigt daher, dass
An´1 “ B˚B ist für eine invertierbare pn´ 1q ˆ pn´ 1q-Matrix B. Mit der nˆ n-

Blockmatrix C :“
`

B´1 0
0 1

˘

gilt dann

C˚AC “

ˆ

pB´1q˚ 0
0 ˚

˙

¨

ˆ

An´1 ˚

˚ ˚

˙

¨

ˆ

B´1 0
0 ˚

˙

“

ˆ

pB´1q˚An´1B
´1 ˚

˚ ˚

˙

“

ˆ

In´1 ˚

˚ ˚

˙

.

Wegen pC˚ACq˚ “ C˚A˚pC˚q˚ “ C˚AC ist diese Matrix wieder hermitesch. Also
gilt genauer

C˚AC “

ˆ

In´1 w
w˚ λ

˙

für ein w P Cn´1 sowie ein λ “ λ P C, also ein λ P R. Mit D :“
`

In´1 ´w
1

˘

folgt
dann

E :“ D˚pC˚ACqD “

ˆ

In´1 0
´w˚ 1

˙

¨

ˆ

In´1 w
w˚ λ

˙

¨

ˆ

In´1 ´w
0 1

˙

“

ˆ

In´1 0
0 µ

˙

mit µ :“ λ´ w˚w P R. Für dieses gilt dann

µ “ detpEq “ detpD˚C˚ACDq “ detpD˚q detpC˚q detpAq detpCq detpDq

“ detpDq detpCq detpAq detpCq detpDq “ detpAq ¨ | detpDq|2 ¨ | detpCq|2.
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Da D und C invertierbar sind, ist detpDq ¨ detpCq ‰ 0 und somit | detpDq|2 ¨
| detpCq|2 ą 0. Andererseits bedeutet der Spezialfall m “ n der Voraussetzung (f),
dass detpAq ą 0 ist. Also ist µ ą 0. Somit ist die Matrix E positiv definit, zum
Beispiel wegen der bereits bewiesenen Implikation (b)ñ(a). Da Positiv-Definitheit
unter Basiswechsel invariant ist, ist also auch A positiv definit, was zu zeigen war.

4. Seien V und W endlichdimensionale unitäre Vektorräume und sei f : V Ñ W eine
lineare Abbildung. Die Singulärwerte von f sind definiert als die Quadratwurzeln
der positiven Eigenwerte von f˚ ˝ f .

Zeige: Eine Zahl σ P Rą0 ist ein Singulärwert von f genau dann, wenn gilt:

D v P V r t0u, Dw P W r t0u : fpvq “ σw ^ f˚pwq “ σv .

Lösung :

pñq Sei σ ein Singulärwert von f . Dann gibt es einen Vektor v P V r t0u mit
f˚pfpvqq “ σ2v. Für w :“ fpvq{σ folgt also

fpvq “ σw und f˚pwq “ f˚pfpvqq{σ “ σv .

pðq Sei σ ą 0 und seien v P V r t0u und w P W r t0u mit fpvq “ σw und
f˚pwq “ σv. Wegen f˚fpvq “ f˚pσwq “ σ2v ist σ2 ein Eigenwert von f˚f ,
also

?
σ2 “ σ ein Singulärwert von f .

5. Bestimme eine Singulärwertzerlegung A “ QDR der komplexen Matrix

A :“
1

2

¨

˝

3` 2i i 0
´i 3` 2i 0
0 0 2i

˛

‚.

Lösung : Wir berechnen A˚A und erhalten

A˚A “
1

4

¨

˝

14 6i 0
´6i 14 0

0 0 4

˛

‚.

Wegen dem Eintrag unten rechts besitzt A˚A einen Eigenwert 1. Um die anderen
Eigenwerte zu bestimmen berechnen wir das charakteristische Polynom der oberen

linken 2 ˆ 2-Matrix. Dieses ist pX ´ 14
4
qpX ´ 14

4
q `

p6iq2

16
“ X2 ´ 7X ` 10 “

pX ´ 5qpX ´ 2q. Also hat A˚A die Eigenwerte 5, 2 und 1. Daraus schliessen wir,
dass A die Singulärwerte

?
5,
?

2 und 1 besitzt und die Matrix D gleich

D “

¨

˝

?
5 0 0

0
?

2 0
0 0 1

˛

‚
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ist. Die normierten Eigenvektoren von A˚A zu den Eigenwerten 5 bzw. 2 bzw. 1
sind

u1 :“
1
?

2

¨

˝

1
´i
0

˛

‚, u2 :“
1
?

2

¨

˝

1
i
0

˛

‚, u3 :“

¨

˝

0
0
1

˛

‚.

Diese Eigenvektoren sind die Spalten der Matrix R˚, also ist

R “

¨

˝

1?
2

i?
2

0
1?
2

´i?
2

0

0 0 1

˛

‚.

Die Matrix Q finden wir durch Lösen der Matrixgleichung AR˚ “ QD. Wir finden

Q “

¨

˝

2`i?
10

1`i
2

0
1´2i?

10
i´1
2

0

0 0 i

˛

‚.

Damit erhalten wir schliesslich die Singulärwertzerlegung

A “
1

2

¨

˝

3` 2i i 0
´i 3` 2i 0
0 0 2i

˛

‚“

¨

˝

2`i?
10

1`i
2

0
1´2i?

10
i´1
2

0

0 0 i

˛

‚

¨

˝

?
5 0 0

0
?

2 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1?
2

i?
2

0
1?
2

´i?
2

0

0 0 1

˛

‚.
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