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MULTILINEARE ABBILDUNGEN, TENSORPRODUKT

1. Beweise die folgende Propositionen aus der Vorlesung mit allen Details:

(a) Firalle K-Vektorraume Vp, ...,V und W ist Multg (V3, ..., V,; W) ein Unter-
raum des Raums aller Abbildungen Vi x - x V,, —» W.

(b) Betrachte lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen f;: V/ — V;fir1 <i<r

sowie g: W — W’. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

Multg(Vi, ..., Vi W) — Multg(V/, ..., Vi W),

Y T

p = gopo(fix - xf)
Lésung:

(a) Fiir jede Wahl eines Index 1 < i < r und von Vektoren v; € V; fiir j # i
betrachte die Abbildung

€ ‘/;—)‘/lx"'xv;‘a U'_)(Uh'"7U7§—17U7vi+1a"-7v7‘)'

Wir merken uns, dass € von der Wahl von i, vq,...,v;_1,vi41,...,v, abhingt,
auch wenn wir dies der Ubersichtlichkeit wegen in der Notation unterdriicken.
Nach Definition ist eine Abbildung ¢: V; x --- x V. — W multilinear genau
dann, wenn fiir jede Wahl von 4, vy,...,v;_1,v;11, ..., v, die zusammengesetz-
te Abbildung poe: V; — W linear ist.

Fiir die Null-Abbildung ¢q: Vi x -+ x V. = W ist ¢q o € wieder die Null-
Abbildung, also linear. Sodann seien @1, ps: Vi x - -+ x V. — W multilineare
Abbildungen und sei A € K. Dann sind ¢, o € und 5 o € linear und folglich
auch (o1 + p2)0e; = proe; + paoe; sowie (A-p1)oe = X (¢ 0¢), well
wir bereits wissen, dass jedes skalare Vielfache und jede Summe von linearen
Abbildungen wieder linear ist. Durch Variieren von 7, vy,...,v;_1,Vis1,...,Ur
und somit von e folgt, dass ¢y und @1 + o und A - ¢; multilinear sind.

Zusammen zeigt dies, dass Multg(Vi, ..., V,; W) ein Unterraum ist.

(b) Fiir jede Wahl eines Index 1 < ¢ < r und von Vektoren v} € V/ fiir j # i
betrachte die Abbildung
/

/. !/ !/ ! / / / / /
e Vi —Vix- o x VI v (v, 0,0 0,0, 0).
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Nach Definition ist eine Abbildung ¢’: V{ x -+ x V! — W’ multilinear genau

dann, wenn fiir jede Wahl von ¢, v}, ..., v]_;, v}, 4, ..., v, die zusammengesetz-

te Abbildung o' o &’: V/ — W' linear ist. Setzen wir ausserdem v; := f;(v})
firallej #iunde: V; - Vix---xV, wiein (a), so gilt (f1x---x f,.)oe’ = eof;.
Betrachte nun eine multilineare Abbildung ¢ € Multg (V4, ..., V,.; W). Fir
jede Wahl von 7,v7,...,v/_;,v;,4,...,v, und folglich von ¢ und ¢ wie oben
ist dann poe: V; — W linear und folglich auch

gogo(fix - xf)oe =go(poc)of

als Verkniipfung von linearen Abbildungen linear. Also ist gowo (fy x -+ % f;)
multilinear; die Abbildung in der Proposition ist daher wohldefiniert.

Schliesslich betrachte multilineare Abbildungen 1, wo: Vi x -+ x V., > W
und A € K. Weil g eine lineare Abbildung ist, folgt

go(Ap1+@a)o(fix - x fr)=Agowio(fix - xfi)+gopao(fix--xf).
Also ist die Abbildung in der Proposition linear.

*2. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n < o0, und sei [ ein Endomorphismus
von V' mit dem charakteristischen Polynom chary(X) = 3" ja; X". Fiir alle r > 0
betrachte die induzierte Abbildung

A" (f): At (V,K) - At (V,K), o — o (f x...x f).
Zeige: Fiir alle r = 0,...,n gilt
ap—r = (—1)" Spur Alt"(f).

Losung: Sei B := (by,...,b,) eine geordnete Basis von V' und sei

A= (aij)i<ij<n = BMB(f)

fir Koeffizienten a;; € K die Darstellungsmatrix von f beziiglich B. Fiir alle
Indizes 1 <77 < ... <1, <n sei

Olirysiy) 2V X .. XV > K

sgn(o) falls (ji,...,7r) = (o), - - -, lo()) filr ein o € S,
Plit,..., ir)(bjn AR jr) = 0
sonst
fiir alle 1 < j1,...,7, < n. Aus Kapitel 12.1 und 12.2 der Zusammenfassung und

durch direktes Verifizieren folgt, dass

.....
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eine Basis von Alt} (V, K) bildet. Ein beliebiges Element ¢ € Alt)(V, K) ist dann
die Linearkombination

Z So(bh?"'vbir) FP (i)

1<ii<...<ir<n

(Bemerkung fir spdter: Sei {b;} die duale Basis zu B. Mit der Notation aus Ab-
schnitt 12.5 der Vorlesung und unter dem Isomorphismus Alt}(V, K) =~ A"(VY)
entspricht ¢, ;) dem Element by A --- A b fiiralle 1 <i; <... <i, <n.)

.....

Mit dieser Formel und der Definition von ¢, . ;) berechnen wir:

.....

Spur Altr<f) = Z Altr(f)(sp(h ,,,,, ir))(bim < >bir)

1<ip<...<ir<n

= Z Pir,-.., ir)(f(bil)u"'7f(bir))

1< <...<ir<n

= Z Z kg -« » ki Pin,., ir)(blm s 7bk‘r)

1< <..<tr<n ki,...,kr=1

= Z Z SEN(0) @i, 1yin -+ - Wiy

1<ii<...<ir,<n o€S,

= Z Z sgn azlz RIREE airig(T)

1<iy<..<ip<n o€S,
Andererseits gilt fiir das charakteristische Polynom von f
chary(X) = det(X -1, — A)
= > sgn(0) - (X - 1001) — a10(1) (X Gno(m) = Gno(n))

oeSy
n
= Yosen(0)- ), D (“tie) (“ie) - [ (X500
oeSn r=0 1<i;<---<ir<n 1<j<n
J¢{i1,...ir}
n
= 20X Y Y sen(0) o) Gt | ] Giew)
r=0 1<ii<<ir<n o€Sp {1, yir}
n
= 2T ) 2 580(7) i ) i)
r=0 I<ii<-<ir<n T€S,

Durch Vergleichen des Koeffizienten von X"~ mit unserem Ausdruck fiir Spur Alt"( f)
erhalten wir

n

Zn:aan”” = chary(X) = ) (=1)" Spur(Alt"(f)) X",

r=0 r=0

also die Aussage der Aufgabe.



3. Sei f:V — V' eine lineare Abbildung. Zeige die folgenden universellen Eigen-
schaften:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn fiir alle Vektorraume W die Abbildung
Homg (W, V) — Homg (W, V'), g— fog
injektiv ist.
(b) f ist surjektiv genau dann, wenn fiir alle Vektorrdume W die Abbildung
Homg (V', W) — Homg (V,W), g—go f
injektiv ist.
(c¢) Kern(f) ist der einzige Unterraum U < V mit der Eigenschaft:
Fiir alle Vektorraume W und alle linearen Abbildungen g : W — V gilt:
fog=0 < Bild(g)cU.
Losung:

(a) Angenommen f ist injektiv. Fiir ein beliebigen Vektorraum W und zwei Ho-
momorphismen ¢, go € Homg (W, V) mit fog, = fog, gilt dann f(gi(x)) =
f(go(2)) fiir alle z € V. Aus der Injektivitdt von f folgt gi(z) = go(x) fiir alle
x eV, also g = go. Die Abbildung

Hom (W, V) — Homg (W, V'), g— fog

ist also injektiv.

Angenommen Homg (W, V) — Hompg (W, V') ist injektiv fir jeden Vektor-
raum W. Fiir beliebige Vektoren vy, v € V mit f(v1) = f(vy) betrachte den
Vektorraum W := K und die linearen Abbildungen

g1: K —V, xw— v

go: K->V, x+— zvs.

Nach Konstruktion gilt dann f o g = f o ¢go. Aus der Injektivitidt von
Homg (W, V) — Homg (W, V') folgt daraus ¢; = g und somit v; = ¢;(1) =
g2(1) = vy. Folglich ist f injektiv.

(b) Angenommen f ist surjektiv. Sei W ein beliebiger Vektorraum und seien
g1, go € Homg (V' W) zwei Homomorphismen mit g; o f = go o f. Fiir jeden
Vektor v' € V' existiert wegen der Surjektivitéit von f ein Vektor v € V mit
f(v) = v Wegen (g1 0 f)(v) = (g2 0 f)(v) folgt dann g1(v') = ga(v'). Da v/
beliebig war, ist somit g; = go. Die Abbildung

Homg (V', W) — Homg(V,W), g —go f
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ist also injektiv.

Angenommen f ist nicht surjektiv. Dann ist Bild(f) & V' und daher existiert
eine nicht-verschwindende Linearform ¢: V' — K mit Bild(f) < Kern(¢). Es
folgt Lo f(v) = 0 fiir alle v € V', also £o f = 0. Wegen £ & 0 ist die Abbildung
Hompg (V', W) — Homg (V, W) also nicht injektiv.

(c) Wir zeigen zuerst, dass Kern(f) die genannte Eigenschaft erfiillt. Seien dafiir
W ein beliebiger Vektorraum und g : W — V' ein Homomorphismus.
Falls Bild(g) < Kern(f) ist, gilt fiir jedes w € W dann g(w) € Bild(g), also
g(w) € Kern(f), also f(g(w)) = 0, und somit f o g = 0. Falls umgekehrt
fog = 0ist, gilt f(g(w)) = 0 fur alle w € W, also f(v) = 0 fiir alle
v € Bild(g) = {g(w) | w € W}, und somit Bild(g) < Kern(f). Also hat
Kern(f) die genannte Eigenschaft.
Wir zeigen weiter, dass je zwei Unterrdume mit dieser Eigenschaft gleich sind;
insbesondere ist dann Kern(f) der einzige Unterraum mit der Eigenschaft:
Angenommen Uy, U; sind zwei Unterrdume, welche die Eigenschaft erfiillen.
Sei 1y : Uy — V die Inklusion. Es gilt Bild(ty) = Uy < U,, also wegen der
Eigenschaft von U, folglich f oy = 0, also wegen der Eigenschaft von U
angewendet auf 15 somit U, < U;. Umgekehrt erhélt man genauso U; < Us,
und damit U; = U,, wie gewiinscht.

4. Gegeben sei eine Menge I. Fiir ein Paar (U, ¢) bestehend aus einem K-Vektorraum
U und einer Abbildung ¢: I — U betrachte die folgende universelle Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum V und fiir jede Abbildung ¢: I — V gibt es genau eine
lineare Abbildung p: U — V, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

(a) Zeige, dass fiir je zwei Paare (U, ) und (U’, /) mit dieser universellen Eigen-
schaft ein eindeutiger Isomorphismus ¢: U — U’ mit v o1 = // existiert.

(b) Zeige, dass die universelle Eigenschaft gilt fiir den K-Vektorraum
KW .= {(a:i)iel e K! ‘ x; = 0 fiir fast alle ¢ }

mit der Abbildung
Lr I —> K(I), Z —> (51']')]'6] .

Lésung:



(a) Die universelle Eigenschaft von (U, ) angewandt auf die Abbildung ¢/: I — U’
ergibt eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : U — U’ mit ¢or = (/. Wir zeigen,
dass ¢ ein Isomorphismus ist. Die universelle Eigenschaft von (U’, () ange-
wandt auf die Abbildung ¢: I — U ergibt eine eindeutige lineare Abbildung
p: U — U so dass pot = ist. Es folgt

poor = pot =1 = idyor und
Yopol = Yor = = idy ot

Die Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von (U,:) angewandt auf
@ o impliziert nun ¢ o ¢ = idy, und die Eindeutigkeit in der universellen
Eigenschaft von (U’, /') angewandt auf ¢ o ¢ zeigt ¢ o p = idys. Also ist ¢ ein
beidseitiges Inverses von v, und somit ist ¢ ein Isomorphismus.

(b) Betrachte eine beliebige Abbildung ¢: I — V. Aus dem Herbstsemester wis-
sen wir, dass die Teilmenge B := {1;(i)|i € I} eine Basis von K) ist. Die
gesuchte lineare Abbildung @: K() — V ist also eindeutig bestimmt durch
ihre FEinschrankung auf B, oder dquivalent durch die Komposition poi; = .
Umgekehrt ist

7 KU SV, (2)ier — szcp(z)
1€l
eine lineare Abbildung mit p(¢7(i)) = ¢(i) fir alle ¢ € I. Damit sind die
Eindeutigkeit und die Existenz gezeigt.

5. Zeige die Existenz des Tensorprodukts Vi ® V5 durch die folgende Konstruktion:
Fiir jedes Paar (v1,v9) € V} x V3 bezeichne mit [vq, v3] die Funktion V; x Vo — K
mit dem Wert 1 an der Stelle (vy,v2) und allen anderen Werten gleich 0. Diese
Funktionen bilden eine Basis des K-Vektorraums F := K("1*%2)_ Sei R der von
allen Elementen der Form

[Ul + /Uia UQ] - [vla U?] - [via U2]7 [>\'U17 U2] - A [U17 02]7
[v1, V2 + 5] — [v1, v2] — [v1, 5], [v1, Ava] — A+ [v1, 2],
fiir alle vy, v] € V; und vy, v € V5 und A € K erzeugte Unterraum. Betrachte die

Abbildung

k: Vi x Vo — F/R, (v1,v2)— [v1,02] + R.
Zeige, dass das Paar (F/R, k) die universelle Eigenschaft fiir das Tensorprodukt
V1 ® Vy erfiillt.

Losung: Seien V ein K-Vektorraum und ¢: V; x Vo — V eine bilineare Abbildung.
Weil die Elemente [vy, v2] eine Basis von F bilden, existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ¢: F — V mit ¢([vy,v2]) = ¢(v1,v9) fiir alle v; € V] und vy € V;
(vermittels der universellen Eigenschaft einer Basis oder mit Aufgabe 4 oben).
Weil ¢ bilinear ist, gilt fiir alle vy, vy, vq, v}, A:

Y([vy + Uia“ﬂ — [v1,v2] — [0/17"02]) = (v + U’pvz) — p(v1,v9) — 90(01702) =0,
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Y([v1,v2 + V5] — [v1,v2] = [v1,15]) = @(v1,v2 + vy) — @(v1,v2) — p(v1,v5) = 0,
Y([Av1, va] = Alv, va]) = @(Avi, v2) = Ap(v1,v9) = 0,
W([vr, Avg| — A[vr, v2]) = p(v1, Avg) — Ap(v1,v2) = 0.

Also liegen die gew#hlten Erzeugenden von R, und somit auch R selbst, im Kern
von . Wegen der universellen Eigenschaft der Projektion auf den Quotienten-
vektorraum 7: F' — F'/R existiert daher eine eindeutige lineare Abbildung &:
F/R — V mit g on = 1. Fiir diese folgern wir daraus die Gleichung @ o k = .

Umgekehrt impliziert diese Gleichung, dass @(m([v1,v2])) = ¢(v1,vs) sein muss.
Somit ist @ auf den Erzeugenden 7([vy,v2]) von F/R eindeutig bestimmt, und
damit auch selbst schon eindeutig bestimmt.

Insgesamt zeigt dies, dass das Paar (F/R, k) die universelle Eigenschaft fiir das
Tensorprodukt V; ® V5 erfiillt.

. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R? @ R3.

3 1 2 D
el ) Gel) ) (1) Gel:
2 1 1 1

Losung: Wir driicken jeweils den ersten Faktor als Linearkombination der Stan-
dardbasisvektoren ((1)) und (2) aus, benutzen die Linearitdt des Tensorprodukts
in der ersten Variablen, und fassen dann alle Terme mit demselben ersten Fak-
tor zusammen unter Benutzung der Linearitdt des Tensorprodukts in der zweiten

Variablen. Wir rechnen also

AHE: ( <s> <s>>® ;

—6
® + 2
—4
und analog
1 3 2
(e (5) = (2)e (1) (9o s
1 3 2
2 4 4
2(1)@ -1] = é@ -2+ (1)>® —2
1 2 2



Fiir den gewiinschten Ausdruck erhalten wir somit

(D) e
(e (3) ()
“0e(3) O
-3

- O=(C)6)- )0
~O=((- 6 C3)

*7. Folgere direkt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass V; ® V5
von den reinen Tensoren vy ® vy fiir alle vy € V) und vy € V5 erzeugt wird.

Losung: Sei k: Vi x Vo — V1 ® Va, (v1,v2) — v1 ® vg die bilineare Abbildung, die
zum Tensorprodukt gehort. Sei T der Unterraum von V; ® Vs, der von dem Bild
von k erzeugt wird. Wir miissen zeigen, dass T = Vi ® V5 ist.

Nach Konstruktion von T faktorisiert x bereits durch eine bilineare Abbildung
p: V) x V5 — T. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes existiert
also eine lineare Abbildung ©: V; ® Vo — T, so dass ¢ = P o k ist. Durch Kom-
position mit der Inklusion ¢: T" — Vi ® V5 erhalten wir eine lineare Abbildung
top: V1 ®Vy — V) ® Vs, fiir welche die Gleichung

Ltopok = top = Kk = idyey 0K

gilt. Hier sind to® und idy, gy, lineare Abbildungen V; ®V, — V3 ®V,, welche nach
Komposition mit s dieselben bilinearen Abbildungen V; x V5, — V; ®V; induzieren.
Die Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes impliziert
daher ¢ 0 @ = idy,gy,. Somit ist ¢ surjektiv und daher 7" =V} ® V5.



