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Multilineare Abbildungen, Tensorprodukt

1. Beweise die folgende Propositionen aus der Vorlesung mit allen Details:

(a) Für alleK-Vektorräume V1, . . . , Vr undW ist MultKpV1, . . . , Vr;W q ein Unter-
raum des Raums aller Abbildungen V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W .

(b) Betrachte lineare Abbildungen vonK-Vektorräumen fi : V
1
i Ñ Vi für 1 ď i ď r

sowie g : W Ñ W 1. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

MultKpV1, . . . , Vr;W q Ñ MultKpV
1
1 , . . . , V

1
r ;W

1
q,

ϕ ÞÑ g ˝ ϕ ˝ pf1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ frq.

Lösung :

(a) Für jede Wahl eines Index 1 ď i ď r und von Vektoren vj P Vj für j ‰ i
betrachte die Abbildung

ε : Vi ÝÑ V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr, v ÞÑ pv1, . . . , vi´1, v, vi`1, . . . , vrq.

Wir merken uns, dass ε von der Wahl von i, v1, . . . , vi´1, vi`1, . . . , vr abhängt,
auch wenn wir dies der Übersichtlichkeit wegen in der Notation unterdrücken.
Nach Definition ist eine Abbildung ϕ : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W multilinear genau
dann, wenn für jede Wahl von i, v1, . . . , vi´1, vi`1, . . . , vr die zusammengesetz-
te Abbildung ϕ ˝ ε : Vi Ñ W linear ist.

Für die Null-Abbildung ϕ0 : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W ist ϕ0 ˝ ε wieder die Null-
Abbildung, also linear. Sodann seien ϕ1, ϕ2 : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W multilineare
Abbildungen und sei λ P K. Dann sind ϕ1 ˝ ε und ϕ2 ˝ ε linear und folglich
auch pϕ1 ` ϕ2q ˝ εi “ ϕ1 ˝ εi ` ϕ2 ˝ εi sowie pλ ¨ ϕ1q ˝ ε “ λ ¨ pϕ1 ˝ εq, weil
wir bereits wissen, dass jedes skalare Vielfache und jede Summe von linearen
Abbildungen wieder linear ist. Durch Variieren von i, v1, . . . , vi´1, vi`1, . . . , vr
und somit von ε folgt, dass ϕ0 und ϕ1 ` ϕ2 und λ ¨ ϕ1 multilinear sind.

Zusammen zeigt dies, dass MultKpV1, . . . , Vr;W q ein Unterraum ist.

(b) Für jede Wahl eines Index 1 ď i ď r und von Vektoren v1j P V
1
j für j ‰ i

betrachte die Abbildung

ε1 : V 1i ÝÑ V 11 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V
1
r , v1 ÞÑ pv11, . . . , v

1
i´1, v

1, v1i`1, . . . , v
1
rq.
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Nach Definition ist eine Abbildung ϕ1 : V 11 ˆ ¨ ¨ ¨ˆV
1
r Ñ W 1 multilinear genau

dann, wenn für jede Wahl von i, v11, . . . , v
1
i´1, v

1
i`1, . . . , v

1
r die zusammengesetz-

te Abbildung ϕ1 ˝ ε1 : V 1i Ñ W 1 linear ist. Setzen wir ausserdem vj :“ fjpv
1
jq

für alle j ‰ i und ε : Vi Ñ V1ˆ¨ ¨ ¨ˆVr wie in (a), so gilt pf1ˆ¨ ¨ ¨ˆfrq˝ε
1 “ ε˝fi.

Betrachte nun eine multilineare Abbildung ϕ P MultKpV1, . . . , Vr;W q. Für
jede Wahl von i, v11, . . . , v

1
i´1, v

1
i`1, . . . , v

1
r und folglich von ε1 und ε wie oben

ist dann ϕ ˝ ε : Vi Ñ W linear und folglich auch

g ˝ ϕ ˝ pf1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ frq ˝ ε
1
“ g ˝ pϕ ˝ εq ˝ fi

als Verknüpfung von linearen Abbildungen linear. Also ist g˝ϕ˝pf1ˆ¨ ¨ ¨ˆfrq
multilinear; die Abbildung in der Proposition ist daher wohldefiniert.

Schliesslich betrachte multilineare Abbildungen ϕ1, ϕ2 : V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W
und λ P K. Weil g eine lineare Abbildung ist, folgt

g ˝pλϕ1`ϕ2q˝ pf1ˆ¨ ¨ ¨ˆfrq “ λg ˝ϕ1 ˝pf1ˆ¨ ¨ ¨ˆfrq`g ˝ϕ2 ˝pf1ˆ¨ ¨ ¨ˆfrq.

Also ist die Abbildung in der Proposition linear.

*2. Sei V ein Vektorraum der Dimension n ă 8, und sei f ein Endomorphismus
von V mit dem charakteristischen Polynom charf pXq “

řn
i“0 aiX

i. Für alle r ě 0
betrachte die induzierte Abbildung

Altrpfq : AltrKpV,Kq Ñ AltrKpV,Kq, ϕ ÞÑ ϕ ˝ pf ˆ . . .ˆ fq.

Zeige: Für alle r “ 0, . . . , n gilt

an´r “ p´1qr Spur Altrpfq.

Lösung : Sei B :“ pb1, . . . , bnq eine geordnete Basis von V und sei

A :“ paijq1ďi,jďn :“ BMBpfq

für Koeffizienten aij P K die Darstellungsmatrix von f bezüglich B. Für alle
Indizes 1 ď i1 ă . . . ă ir ď n sei

ϕpi1,...,irq : V ˆ . . .ˆ V Ñ K

die eindeutige alternierende Abbildung mit

ϕpi1,...,irqpbj1 , . . . , bjrq “

#

sgnpσq falls pj1, . . . , jrq “ piσp1q, . . . , iσprqq für ein σ P Sr

0 sonst

für alle 1 ď j1, . . . , jr ď n. Aus Kapitel 12.1 und 12.2 der Zusammenfassung und
durch direktes Verifizieren folgt, dass

 

ϕpi1,...,irq | 1 ď i1 ă . . . ă ir ď n
(
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eine Basis von AltrKpV,Kq bildet. Ein beliebiges Element ϕ P AltrKpV,Kq ist dann
die Linearkombination

ÿ

1ďi1ă...ăirďn

ϕpbi1 , . . . , birq ¨ ϕpi1,...,irq.

(Bemerkung für später: Sei tb_i u die duale Basis zu B. Mit der Notation aus Ab-
schnitt 12.5 der Vorlesung und unter dem Isomorphismus AltrKpV,Kq –

Źr
pV _q

entspricht ϕpi1,...,irq dem Element b_i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ b
_
ir für alle 1 ď i1 ă . . . ă ir ď n.)

Mit dieser Formel und der Definition von ϕpi1,...,irq berechnen wir:

Spur Altrpfq “
ÿ

1ďi1ă...ăirďn

Altrpfqpϕpi1,...,irqqpbi1 , . . . , birq

“
ÿ

1ďi1ă...ăirďn

ϕpi1,...,irqpfpbi1q, . . . , fpbirqq

“
ÿ

1ďi1ă...ăirďn

n
ÿ

k1,...,kr“1

ak1i1 . . . akrirϕpi1,...,irqpbk1 , . . . , bkrq

“
ÿ

1ďi1ă...ăirďn

ÿ

σPSr

sgnpσqaiσp1qi1 . . . aiσprqir

“
ÿ

1ďi1ă...ăirďn

ÿ

σPSr

sgnpσqai1iσp1q
. . . airiσprq

Andererseits gilt für das charakteristische Polynom von f

charf pXq “ detpX ¨ In ´ Aq

“
ÿ

σPSn

sgnpσq ¨ pX ¨ δ1σp1q ´ a1σp1qq ¨ ¨ ¨ pX ¨ δnσpnq ´ anσpnqq

“
ÿ

σPSn

sgnpσq ¨
n
ÿ

r“0

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăirďn

p´ai1σpi1qq ¨ ¨ ¨ p´airσpirqq ¨
ź

1ďjďn
jRti1,...,iru

pX ¨ δjσpjqq

“

n
ÿ

r“0

p´1qrXn´r
¨

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăirďn

ÿ

σPSn

sgnpσqai1σpi1q ¨ ¨ ¨ airσpirq ¨
ź

jRti1,...,iru

δjσpjq

“

n
ÿ

r“0

p´1qrXn´r
¨

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăirďn

ÿ

τPSr

sgnpτqai1iτp1q
¨ ¨ ¨ airiτprq

.

Durch Vergleichen des Koeffizienten vonXn´r mit unserem Ausdruck für Spur Altrpfq
erhalten wir

n
ÿ

r“0

an´rX
n´r

“ charf pXq “
n
ÿ

r“0

p´1qr SpurpAltrpfqqXn´r,

also die Aussage der Aufgabe.
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3. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung. Zeige die folgenden universellen Eigen-
schaften:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn für alle Vektorräume W die Abbildung

HomKpW,V q Ñ HomKpW,V
1
q, g ÞÑ f ˝ g

injektiv ist.

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn für alle Vektorräume W die Abbildung

HomKpV
1,W q Ñ HomKpV,W q, g ÞÑ g ˝ f

injektiv ist.

(c) Kernpfq ist der einzige Unterraum U Ă V mit der Eigenschaft:

Für alle Vektorräume W und alle linearen Abbildungen g : W Ñ V gilt:

f ˝ g “ 0 ðñ Bildpgq Ă U .

Lösung :

(a) Angenommen f ist injektiv. Für ein beliebigen Vektorraum W und zwei Ho-
momorphismen g1, g2 P HomKpW,V q mit f ˝ g1 “ f ˝ g2 gilt dann fpg1pxqq “
fpg2pxqq für alle x P V . Aus der Injektivität von f folgt g1pxq “ g2pxq für alle
x P V , also g1 “ g2. Die Abbildung

HomKpW,V q Ñ HomKpW,V
1
q, g ÞÑ f ˝ g

ist also injektiv.

Angenommen HomKpW,V q Ñ HomKpW,V
1q ist injektiv für jeden Vektor-

raum W . Für beliebige Vektoren v1, v2 P V mit fpv1q “ fpv2q betrachte den
Vektorraum W :“ K und die linearen Abbildungen

g1 : K Ñ V, x ÞÑ xv1;

g2 : K Ñ V, x ÞÑ xv2.

Nach Konstruktion gilt dann f ˝ g1 “ f ˝ g2. Aus der Injektivität von
HomKpW,V q Ñ HomKpW,V

1q folgt daraus g1 “ g2 und somit v1 “ g1p1q “
g2p1q “ v2. Folglich ist f injektiv.

(b) Angenommen f ist surjektiv. Sei W ein beliebiger Vektorraum und seien
g1, g2 P HomKpV

1,W q zwei Homomorphismen mit g1 ˝ f “ g2 ˝ f . Für jeden
Vektor v1 P V 1 existiert wegen der Surjektivität von f ein Vektor v P V mit
fpvq “ v1. Wegen pg1 ˝ fqpvq “ pg2 ˝ fqpvq folgt dann g1pv

1q “ g2pv
1q. Da v1

beliebig war, ist somit g1 “ g2. Die Abbildung

HomKpV
1,W q Ñ HomKpV,W q, g ÞÑ g ˝ f
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ist also injektiv.

Angenommen f ist nicht surjektiv. Dann ist Bildpfq Ř V 1 und daher existiert
eine nicht-verschwindende Linearform ` : V 1 Ñ K mit Bildpfq Ă Kernp`q. Es
folgt ` ˝ fpvq “ 0 für alle v P V , also ` ˝ f “ 0. Wegen ` ­“ 0 ist die Abbildung
HomKpV

1,W q Ñ HomKpV,W q also nicht injektiv.

(c) Wir zeigen zuerst, dass Kernpfq die genannte Eigenschaft erfüllt. Seien dafür
W ein beliebiger Vektorraum und g : W Ñ V ein Homomorphismus.

Falls Bildpgq Ă Kernpfq ist, gilt für jedes w P W dann gpwq P Bildpgq, also
gpwq P Kernpfq, also fpgpwqq “ 0, und somit f ˝ g “ 0. Falls umgekehrt
f ˝ g “ 0 ist, gilt fpgpwqq “ 0 für alle w P W , also fpvq “ 0 für alle
v P Bildpgq “ tgpwq | w P W u, und somit Bildpgq Ă Kernpfq. Also hat
Kernpfq die genannte Eigenschaft.

Wir zeigen weiter, dass je zwei Unterräume mit dieser Eigenschaft gleich sind;
insbesondere ist dann Kernpfq der einzige Unterraum mit der Eigenschaft:

Angenommen U1, U2 sind zwei Unterräume, welche die Eigenschaft erfüllen.
Sei ι2 : U2 Ñ V die Inklusion. Es gilt Bildpι2q “ U2 Ă U2, also wegen der
Eigenschaft von U2 folglich f ˝ ι2 “ 0, also wegen der Eigenschaft von U1

angewendet auf ι2 somit U2 Ă U1. Umgekehrt erhält man genauso U1 Ă U2,
und damit U1 “ U2, wie gewünscht.

4. Gegeben sei eine Menge I. Für ein Paar pU, ιq bestehend aus einem K-Vektorraum
U und einer Abbildung ι : I Ñ U betrachte die folgende universelle Eigenschaft :

Für jeden K-Vektorraum V und für jede Abbildung ϕ : I Ñ V gibt es genau eine
lineare Abbildung ϕ : U Ñ V , so dass das folgende Diagramm kommutiert:

I

ι
��

ϕ

��
U

ϕ
// V .

(a) Zeige, dass für je zwei Paare pU, ιq und pU 1, ι1q mit dieser universellen Eigen-
schaft ein eindeutiger Isomorphismus ψ : U

„
Ñ U 1 mit ψ ˝ ι “ ι1 existiert.

(b) Zeige, dass die universelle Eigenschaft gilt für den K-Vektorraum

KpIq :“
 

pxiqiPI P K
I
ˇ

ˇ xi “ 0 für fast alle i
(

mit der Abbildung
ιI : I Ñ KpIq, i ÞÑ pδijqjPI .

Lösung :
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(a) Die universelle Eigenschaft von pU, ιq angewandt auf die Abbildung ι1 : I Ñ U 1

ergibt eine eindeutige lineare Abbildung ψ : U Ñ U 1 mit ψ˝ι “ ι1. Wir zeigen,
dass ψ ein Isomorphismus ist. Die universelle Eigenschaft von pU 1, ι1q ange-
wandt auf die Abbildung ι : I Ñ U ergibt eine eindeutige lineare Abbildung
ϕ : U 1 Ñ U so dass ϕ ˝ ι1 “ ι ist. Es folgt

ϕ ˝ ψ ˝ ι “ ϕ ˝ ι1 “ ι “ idU ˝ι und

ψ ˝ ϕ ˝ ι1 “ ψ ˝ ι “ ι1 “ idU 1 ˝ι.

Die Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von pU, ιq angewandt auf
ϕ ˝ ψ impliziert nun ϕ ˝ ψ “ idU , und die Eindeutigkeit in der universellen
Eigenschaft von pU 1, ι1q angewandt auf ψ ˝ϕ zeigt ψ ˝ϕ “ idU 1 . Also ist ϕ ein
beidseitiges Inverses von ψ, und somit ist ψ ein Isomorphismus.

(b) Betrachte eine beliebige Abbildung ϕ : I Ñ V . Aus dem Herbstsemester wis-
sen wir, dass die Teilmenge B :“ t ιIpiq | i P I u eine Basis von KpIq ist. Die
gesuchte lineare Abbildung ϕ : KpIq Ñ V ist also eindeutig bestimmt durch
ihre Einschränkung auf B, oder äquivalent durch die Komposition ϕ˝ iI “ ϕ.
Umgekehrt ist

ϕ : KpIq
Ñ V, pxiqiPI ÞÑ

ÿ

iPI

xiϕpiq

eine lineare Abbildung mit ϕpιIpiqq “ ϕpiq für alle i P I. Damit sind die
Eindeutigkeit und die Existenz gezeigt.

5. Zeige die Existenz des Tensorprodukts V1 b V2 durch die folgende Konstruktion:
Für jedes Paar pv1, v2q P V1 ˆ V2 bezeichne mit rv1, v2s die Funktion V1 ˆ V2 Ñ K
mit dem Wert 1 an der Stelle pv1, v2q und allen anderen Werten gleich 0. Diese
Funktionen bilden eine Basis des K-Vektorraums F :“ KpV1ˆV2q. Sei R der von
allen Elementen der Form

rv1 ` v
1
1, v2s ´ rv1, v2s ´ rv

1
1, v2s, rλv1, v2s ´ λ ¨ rv1, v2s,

rv1, v2 ` v
1
2s ´ rv1, v2s ´ rv1, v

1
2s, rv1, λv2s ´ λ ¨ rv1, v2s,

für alle v1, v
1
1 P V1 und v2, v

1
2 P V2 und λ P K erzeugte Unterraum. Betrachte die

Abbildung
κ : V1 ˆ V2 Ñ F {R, pv1, v2q ÞÑ rv1, v2s `R.

Zeige, dass das Paar pF {R, κq die universelle Eigenschaft für das Tensorprodukt
V1 b V2 erfüllt.

Lösung : Seien V ein K-Vektorraum und ϕ : V1ˆV2 Ñ V eine bilineare Abbildung.
Weil die Elemente rv1, v2s eine Basis von F bilden, existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ψ : F Ñ V mit ψprv1, v2sq “ ϕpv1, v2q für alle v1 P V1 und v2 P V2
(vermittels der universellen Eigenschaft einer Basis oder mit Aufgabe 4 oben).
Weil ϕ bilinear ist, gilt für alle v1, v

1
1, v2, v

1
2, λ:

ψprv1 ` v
1
1, v2s ´ rv1, v2s ´ rv

1
1, v2sq “ ϕpv1 ` v

1
1, v2q ´ ϕpv1, v2q ´ ϕpv

1
1, v2q “ 0,
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ψprv1, v2 ` v
1
2s ´ rv1, v2s ´ rv1, v

1
2sq “ ϕpv1, v2 ` v

1
2q ´ ϕpv1, v2q ´ ϕpv1, v

1
2q “ 0,

ψprλv1, v2s ´ λrv1, v2sq “ ϕpλv1, v2q ´ λϕpv1, v2q “ 0,

ψprv1, λv2s ´ λrv1, v2sq “ ϕpv1, λv2q ´ λϕpv1, v2q “ 0.

Also liegen die gewählten Erzeugenden von R, und somit auch R selbst, im Kern
von ψ. Wegen der universellen Eigenschaft der Projektion auf den Quotienten-
vektorraum π : F Ñ F {R existiert daher eine eindeutige lineare Abbildung ϕ :
F {RÑ V mit ϕ ˝ π “ ψ. Für diese folgern wir daraus die Gleichung ϕ ˝ κ “ ϕ.

Umgekehrt impliziert diese Gleichung, dass ϕpπprv1, v2sqq “ ϕpv1, v2q sein muss.
Somit ist ϕ auf den Erzeugenden πprv1, v2sq von F {R eindeutig bestimmt, und
damit auch selbst schon eindeutig bestimmt.

Insgesamt zeigt dies, dass das Paar pF {R, κq die universelle Eigenschaft für das
Tensorprodukt V1 b V2 erfüllt.

6. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R2 b R3.

´

ˆ

1
2

˙

b

¨

˝

3
´1

2

˛

‚`

ˆ

3
2

˙

b

¨

˝

1
0
1

˛

‚` 2

ˆ

1
1

˙

b

¨

˝

2
´1

1

˛

‚´

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

5
0
1

˛

‚

Lösung : Wir drücken jeweils den ersten Faktor als Linearkombination der Stan-
dardbasisvektoren

`

1
0

˘

und
`

0
1

˘

aus, benutzen die Linearität des Tensorprodukts
in der ersten Variablen, und fassen dann alle Terme mit demselben ersten Fak-
tor zusammen unter Benutzung der Linearität des Tensorprodukts in der zweiten
Variablen. Wir rechnen also

´

ˆ

1
2

˙

b

¨

˝

3
´1

2

˛

‚“

˜

p´1q

ˆ

1
0

˙

´ 2

ˆ

0
1

˙

¸

b

¨

˝

3
´1

2

˛

‚

“

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

´3
1
´2

˛

‚ `

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

´6
2

´4

˛

‚

und analog

ˆ

3
2

˙

b

¨

˝

1
0
1

˛

‚ “

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

3
0
3

˛

‚`

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

2
0
2

˛

‚

2

ˆ

1
1

˙

b

¨

˝

2
´1

1

˛

‚ “

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

4
´2

2

˛

‚`

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

4
´2

2

˛

‚ .
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Für den gewünschten Ausdruck erhalten wir somit

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

´3
1

´2

˛

‚ `

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

´6
2
´4

˛

‚

`

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

3
0
3

˛

‚`

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

2
0
2

˛

‚

`

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

4
´2

2

˛

‚`

ˆ

0
1

˙

b

¨

˝

4
´2

2

˛

‚

´

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

5
0
1

˛

‚

“

ˆ

1
0

˙

b

˜

¨

˝

´3
1
´2

˛

‚`

¨

˝

3
0
3

˛

‚`

¨

˝

4
´2

2

˛

‚´

¨

˝

5
0
1

˛

‚

¸

`

ˆ

0
1

˙

b

˜

¨

˝

´6
2
´4

˛

‚`

¨

˝

2
0
2

˛

‚`

¨

˝

4
´2

2

˛

‚

¸

“

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

´1
´1

2

˛

‚

*7. Folgere direkt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass V1 b V2
von den reinen Tensoren v1 b v2 für alle v1 P V1 und v2 P V2 erzeugt wird.

Lösung : Sei κ : V1 ˆ V2 Ñ V1 b V2, pv1, v2q ÞÑ v1 b v2 die bilineare Abbildung, die
zum Tensorprodukt gehört. Sei T der Unterraum von V1 b V2, der von dem Bild
von κ erzeugt wird. Wir müssen zeigen, dass T “ V1 b V2 ist.

Nach Konstruktion von T faktorisiert κ bereits durch eine bilineare Abbildung
ϕ : V1 ˆ V2 Ñ T . Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes existiert
also eine lineare Abbildung ϕ : V1 b V2 Ñ T , so dass ϕ “ ϕ ˝ κ ist. Durch Kom-
position mit der Inklusion ι : T ãÑ V1 b V2 erhalten wir eine lineare Abbildung
ι ˝ ϕ : V1 b V2 Ñ V1 b V2, für welche die Gleichung

ι ˝ ϕ ˝ κ “ ι ˝ ϕ “ κ “ idV1bV2 ˝κ

gilt. Hier sind ι˝ϕ und idV1bV2 lineare Abbildungen V1bV2 Ñ V1bV2, welche nach
Komposition mit κ dieselben bilinearen Abbildungen V1ˆV2 Ñ V1bV2 induzieren.
Die Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes impliziert
daher ι ˝ ϕ “ idV1bV2 . Somit ist ι surjektiv und daher T “ V1 b V2.
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