
D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlösung Serie 25

Tensorprodukt, Körpererweiterungen

1. Betrachte Vektorräume V1 und V2 mit 0 ă n :“ mintdimKpV1q, dimKpV2qu ă 8.
Zeige, dass jeder Tensor in V1 bK V2 eine Summe von n reinen Tensoren ist, aber
im allgemeinen nicht von n´ 1 reinen Tensoren.

Lösung : Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir n “ dimKpV2q ď

dimKpV1q annehmen. Sei tbiuiPI eine Basis von V1 und sei tb11, . . . , b
1
nu eine Ba-

sis von V2. Dann ist
t bi b b

1
j | i P I, 1 ď j ď nu

eine Basis von V1 b V2. Jeder Vektor v P V1 b V2 lässt sich daher schreiben als

v “
ÿ

iPI

1
n
ÿ

j“1

aijbi b b
1
j

für eindeutige Koeffizienten aij P K. Mit vj :“
ř1

iPI aijbi P V1 für alle j folgt

v “
n
ÿ

j“1

vj b b
1
j.

Also ist v die Summe der n reinen Tensoren v1 b b
1
1, . . . , vn b b

1
n.

Wir müssen weiter zeigen, dass ein Tensor existiert, welcher nicht die Summe von
n´1 reinen Tensoren ist. Wegen dimpV1q ě dimpV2q können wir dabei t1, . . . , nu Ă
I annehmen.

Behauptung. Der Tensor v :“
řn
i“1 bi b b1i lässt sich nicht als Summe von n ´ 1

reinen Tensoren schreiben.

Beweis. Angenommen, es sei v “
řn´1
i“1 vibwi für Vektoren vi P V1 und wi P V2. Aus

Dimensionsgründen existiert dann eine nicht-verschwindende Linearform ` : V2 Ñ K
mit `pwiq “ 0 für alle i “ 1, . . . , n ´ 1. Durch Anwenden der linearen Abbildung
idV1 b ` : V1 bK V2 Ñ V1 bK K erhalten wir

n
ÿ

i“1

`pb1iq ¨ pbi b 1q “
n
ÿ

i“1

bi b `pb
1
iq “ pidV1 b `qpvq “

n´1
ÿ

i“1

vi b `pwiq “ 0.

Da die Vektoren bi b 1 für alle i P I eine Basis von V1 bK K bilden, folgt daraus
`pb1iq “ 0 für alle i. Da andererseits die b1i eine Basis von V2 bilden, folgt daraus
` “ 0, im Widerspruch zur Annahme.
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2. Zeige: Für alle K-Vektorräume V und W existiert ein natürlicher injektiver Ho-
momorphismus

V _ bW_ ãÑ pV bW q_.

Dieser ist ein Isomorphismus genau dann, wenn V oder W endlich-dimensional ist.

Lösung : Nach einer Proposition der Vorlesung existiert ein natürlicher injektiver
Homomorphismus

ϕ : V _ bK W
_
Ñ HomKpV,W

_
q mit `bm ÞÑ pv ÞÑ `pvq ¨mq.

Andererseits liefert die Adjunktionsformel einen natürlichen Isomorphismus

ψ : HomKpV,W
_
q “ HomKpV,HomKpW,Kqq

„
ÝÑ HomKpV bW,Kq “ pV bW q

_.

Somit ist die zusammengesetzte Abbildung ψ ˝ϕ ein natürlicher injektiver Homo-
morphismus V _ bW_ Ñ pV bW q_.

Nach der Vorlesung ist das Bild von ϕ der Unterraum aller Homomorphismen von
endlichem Rang. Dieser Unterraum ist gleich HomKpV,W

_q genau dann, wenn V
oder W_ endlich-dimensional ist. Aber W_ ist endlich-dimensional genau dann,
wenn W endlich-dimensional ist. Da ψ immer ein Isomorphismus ist, ist folglich
ψ ˝ ϕ ein Isomorphismus genau dann, wenn V oder W endlich-dimensional ist.

3. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei t ein Element von V bK V . Seien
B “ pb1, . . . , bnq und B1 “ pb11, . . . , b

1
nq geordnete Basen von V und schreibe

t “
n
ÿ

i,j“1

αij ¨ bi b bj “
n
ÿ

i,j“1

α1ij ¨ b
1
i b b

1
j

mit eindeutigen Koeffizienten αij, α
1
ij P K. Beschreibe die Beziehung zwischen den

Matrizen
A :“ pαijq1ďi,jďn und A1 :“ pα1ijq1ďi,jďn

in Termen der Basiswechselmatrix B1ridsB.

Lösung : Die Matrix M :“ B1ridsB “ pmijqi,j ist charakterisiert durch die Formel
bi “

řn
k“1mkib

1
k für alle i. Es folgt

t “
n
ÿ

i,j“1

αij bi b bj “
ÿ

i,j

αij

´

ÿ

k

mkib
1
k

¯

b

´

ÿ

`

m`jb
1
`

¯

“
ÿ

i,j,k,`

αijmkim`j b
1
k b b

1
`

“
ÿ

k,`

´

ÿ

i,j

αijmkim`j

¯

b1k b b
1
` .
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Da tb1i b b
1
j | i, j “ 1, . . . , nu eine Basis von V b V bildet, folgt für alle k, `

α1k` “
ÿ

i,j

mkiαijm`j.

In Matrizen bedeutet dies A1 “M ¨ A ¨MT .

*4. Beweise: Für jeden Vektorraum V und für jede Menge tWiuiPI von Vektorräumen
Wi existiert ein natürlicher Isomorphismus

V bK

ˆ

ð

iPI

Wi

˙

–
Ñ

ð

iPI

pV bK Wiq

Lösung : Wir schreiben
ř1

iPI viXi für Elemente pviqiPI einer äusseren direkten Sum-
me

Ð

iPI Vi von Vektorräumen Vi.

Betrachte die Abbildung

ϕ : V ˆ

ˆ

ð

iPI

Wi

˙

Ñ
ð

iPI

pV bK Wiq

´

v ,
ÿ

iPI

1

wiXi

¯

ÞÝÑ
ÿ1

iPI

pv b wiqXi .

Man zeigt direkt, dass ϕ bilinear ist. Durch Anwenden der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes pV bK p

Ð

iPIWiq, κq auf ϕ erhalten wir eine lineare Abbildung

Φ: V b

ˆ

ð

iPI

Wi

˙

Ñ
ð

iPI

pV bK Wiq

mit Φ ˝ κ “ ϕ, also mit

v b
´

ÿ

iPI

1

wiXi

¯

ÞÝÑ
ÿ1

iPI

pv b wiqXi

für alle v P V und
ř1

iPI wiXi P
Ð

iPIWi.

Sei B “ tbj | j P Ju eine Basis von V und für jedes i P I sei B1i “ tb
1
ikukPKi

eine
Basis von Wi. Dann ist tb1ikXi | i P I, k P Kiu eine Basis von

Ð

iPIWi, und somit
ist

 

bj b pb
1
ikXiq

ˇ

ˇ j P J, k P Ki, i P I
(

eine Basis von V b p
Ð

iPIWiq und
 

pbj b b
1
ikqXi

ˇ

ˇ j P J, k P Ki, i P I
(

eine Basis von
Ð

iPIpV bWiq. Wegen

Φpbj b pb
1
ikXiqq “ pbj b b

1
ikqXi

für alle i, j, k bildet Φ die erste Basis bijektiv auf die zweite ab und ist somit ein
Isomorphismus.
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5. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung vonK-Vektorräumen, und sei L ein Oberkörper
von K. Zeige:

(a) Die Abbildung fL :“ f b idL : VL Ñ V 1L ist L-linear.

(b) KernpfLq “ Kernpfq bK L.

(c) BildpfLq “ Bildpfq bK L.

(d) RangLpfLq “ RangKpfq.

Lösung :

(a) Nach Konstruktion ist die Abbildung f b idL K-linear, also insbesondere
additiv. Ausserdem gilt für alle v P V und x, y P L

pf b idLqpx ¨ pv b yqq “ pf b idLqpv b xyq “ fpvq b xy

“ x ¨ pfpvq b yq “ x ¨ pf b idLqpv b yq.

Da jedes Element ṽ P V bK L eine Summe von Elementen der Form v b y
ist, folgt

pf b idLqpx ¨ ṽq “ x ¨ pf b idLqpṽq

für alle x P L. Insgesamt ist f b idL also L-linear.

(b-c) Wähle eine Basis B von Kernpfq, ein Komplement U Ă V von Kernpfq, sowie
eine Basis B1 von U . Dann induziert f eine bijektive Abbildung von B1 auf
eine Basis B2 “ fpB1q von Bildpfq. Nach der Vorlesung sind dann

B̃ :“tbb 1 | b P Bu eine Basis von Kernpfq bK L,

B̃1 :“tb1 b 1 | b1 P B1u eine Basis von U bK L,

B̃ Y B̃1 “tbb 1 | b P B YB1u eine Basis von V bK L,

B̃2 :“tb2 b 1 | b2 P B2u eine Basis von Bildpfq bK L.

Insbesondere ist somit

V bK L “ pKernpfq bK Lq ‘ pU bK Lq.

Für jedes b P B gilt pf b idLqpb b 1q “ fpbq b 1 “ 0 b 1 “ 0; also ist
B Ă Kernpf b idLq und somit Kernpfq bK L Ă Kernpf b idLq. Andererseits
bildet f b idL die Menge B̃1 bijektiv auf B̃2 ab und induziert daher einen
Isomorphismus U bK L

„
Ñ Bildpfq bK L. Zusammen impliziert dies also

Bildpf b idLq “ Bildpfq bK L und Kernpf b idLq “ Kernpfq bK L, wie
gewünscht.

(d) Aus der Definition des Rangs, der Aussage (c), und der Dimensionsinvarianz
der Basiserweiterung folgt

RangLpf b idLq “ dimLpBildpf b idLqq

“ dimLpBildpfq bK Lq

“ dimKpBildpfqq “ RangKpfq.

4



6. Sei V ein reeller Vektorraum und sei I ein Endomorphismus mit I2 “ ´ idV .
Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren seiner Komplexifizierung

IC :“ I b idC P EndCpVCq.

Lösung : Im Fall V “ 0 gibt es keine Eigenwerte oder Eigenwerte. Andernfalls folgt
aus I2 ` idV “ 0V auch

pIC ¯ i ¨ idVCq ¨ pIC ˘ i ¨ idVCq “ I2
C ` idVC “ 0VC .

Also ist
BildpIC ˘ i ¨ idVCq Ă KernpIC ¯ i ¨ idVCq “ Eig˘ipICq.

Andererseits impliziert pIC ` i ¨ idVCq ` pIC ´ i ¨ idVCq “ 2 idVC die Gleichung

V “ BildpIC ` i ¨ idVCq ` BildpIC ´ i ¨ idVCq.

Zusammen folgt daraus V “ EigipICq ‘ Eig´ipICq und

Eig˘ipICq “ BildpIC ˘ i ¨ idVCq.

Schliesslich gilt für jeden Vektor v P V r t0u

pIC ˘ i ¨ idVCqpv b 1q “ pI b idC˘ idV b i idCqpvq “ Ipvq b 1˘ v b i ‰ 0,

da 1 und i als komplexe Zahlen R-linear unabhängig sind. Folglich sind beide
Eigenräume ungleich Null, und die Eigenwerte sind i und ´i.

*7. Zeige: Zwei reelle nˆn-Matrizen A und A1 sind ähnlich über R genau dann, wenn
sie ähnlich über C sind.

Lösung : Sind A und A1 ähnlich über R, so existiert eine invertierbare reelle und
somit auch komplexe Matrix U mit UAU´1 “ UA1U´1; also sind A und A1 auch
ähnlich über C.

Sei umgekehrt angenommen, dass A und A1 ähnlich über C sind. Dann existiert
eine invertierbare komplexe n ˆ n-Matrix U mit A “ UA1U´1. Schreiben wir
U “ K ` iL für reelle nˆ n-Matrizen K,L, so folgt

A ¨ pK ` iLq “ A ¨ U “ U ¨ A1 “ pK ` iLq ¨ A1.

Nehmen wir von dieser Gleichung den Real- und Imaginärteil, so finden wir AK “

KA1 und AL “ LA1. Für jedes x P R gilt daher auch

A ¨ pK ` xLq “ pK ` xLq ¨ A1.

Nun ist ppXq :“ detpK `XLq ein reelles Polynom in der Variablen X mit ppiq “
detpK ` iLq “ detpUq ‰ 0, weil U invertierbar ist. Also ist p nicht schon identisch
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Null und hat daher höchstens endlich viele Nullstellen in C. Insbesondere existiert
ein x P R mit detpK ` xLq “ ppxq ‰ 0. Dann ist V :“ K ` xL eine invertierbare
reelle Matrix mit A ¨V “ V ¨A1, also mit A “ V ¨A1 ¨V ´1. Daher sind die Matrizen
A und A1 auch über R ähnlich.

Aliter: Für jede reelle bzw. komplexe nˆ n-Matrix B bezeichne LB,R P EndRpRnq

bzw. LB,C P EndCpCnq die Linksmultiplikation mit B. Für eine reelle Matrix B
können wir damit die Abbildungen LB,R und LB,C voneinander unterscheiden.
Ausserdem gilt dann LB,R bR idC “ LB,C via dem natürlichen Isomorphismus
Rn bR C – Cn, und mit Aufgabe 5(d) folgt

p1q RangRpLB,Rq “ RangCpLB,Cq.

Seien nun A und A1 ähnlich über C. Für jeden gemeinsamen Eigenwert α P C und
jedes i ě 0 gilt dann

p2q RangCpLpA´αInqi,Cq “ RangCpLpA1´αInqi,Cq .

Ist α P R, also ppXq :“ X ´ α ein in RrXs irreduzibler Faktor des (gemeinsamen)
charakteristischen Polynoms, so folgt aus (1) für jedes i ě 0 dann

p3q RangRpLppAqi,Rq “ RangRpLppA1qi,Rq.

Sei nun α R R, also ppXq :“ pX ´ αqpX ´ αq ein in RrXs irreduzibler Faktor des
(gemeinsamen) charakteristischen Polynoms.

Behauptung: Für jedes i ě 0 gilt

p4q RangCpLppAqi,Cq “ RangCpLpA´αInqi,Cq ` RangCpLpA´ᾱInqi,Cq ´ n.

Beweis: Betrachte die Hauptraumzerlegung Cn “
À

β HauX´βpLA,Cq, wobei β P C
alle Eigenwerte von A durchläuft. Dann induziert pA´ αInq

i einen invertierbaren
Endomorphismus von HauX´βpLA,Cq für jedes β ‰ α, und pA ´ ᾱInq

i induziert
einen invertierbaren Endomorphismus von HauX´βpLA,Cq für jedes β ‰ ᾱ. Ausser-
dem ist

ppAqi “ pA´ αInq
i
pA´ ᾱInq

i
“ pA´ ᾱInq

i
pA´ αInq

i.

Folglich ist

KernpLppAq,Cq “
à

β

Kern
`

LppAq,C
ˇ

ˇ HauX´βpLA,Cq
˘

“ Kern
`

LpA´αInqi,C
ˇ

ˇ HauX´αpLA,Cq
˘

‘ Kern
`

LpA´ᾱInqi,C
ˇ

ˇ HauX´ᾱpLA,Cq
˘

“ KernpLpA´αInqi,Cq ‘ KernpLpA´ᾱInqi,Cq.

Aus der bekannten Formel RangCpBq “ n ´ dimC KernpLB,Cq für jede komplexe
nˆ n-Matrix B folgt daraus die Behauptung. q.e.d.
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Durch Einsetzen der Gleichung (2) in die Behauptung (4) und die analoge Formel
für A1 anstatt A folgt nun

RangCpLppAqi,Cq “ RangCpLppA1qi,Cq

Mit (1) folgt daraus dann dieselbe Aussage wie oben:

p3q RangRpLppAqi,Rq “ RangRpLppA1qi,Rq.

Dies gilt also für alle normierten irreduziblen Faktoren ppXq P RrXs des gemein-
samen charakteristischen Polynoms und für alle i ě 0. Somit haben A und A1

dieselbe Jordansche Normalform über R; also sind sie ähnlich.

8. Sei
`

V, x , y
˘

ein unitärer Vektorraum. Sei VR :“ V aufgefasst als reeller Vektor-
raum. Zeige:

(a) Der Realteil Re x , y ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf VR.

(b) Für jede Orthonormalbasis B von pV, x , yq ist
 

v, iv
ˇ

ˇ v P B
(

eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.

(c) Jeder unitäre Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von VR.

Lösung :

(a) Man prüft direkt, dass Re x , y bilinear ist; zum Beispiel gilt Re xλv, wy “
Repλxv, wyq “ λRe xv, wy für alle v, w P VR und λ P R. Wegen Re z “ Re z
für alle z P C ist

Re xv, wy “ Rep xw, vyq “ Re xw, vy

für alle v, w P VR, also Re x , y symmetrisch, und wegen xv, vy ą 0 für alle v P
VRrt0u ist Re x , y zudem positiv definit, also ein euklidisches Skalarprodukt.

(b) Jeder Vektor in V ist eine komplexe Linearkombination der Basisvektoren
B, also auch eine reelle Linearkombination der Vektoren tv, iv | v P Bu; Die
Vektoren v, iv für alle v P B erzeugen also V .

Aus xb, b1y “ δbb1 für alle b, b1 P B folgt

Re xb, b1y “ δbb1 ,

Re xb, ib1y “ Re
`

i ¨ δbb1

˘

“ 0,

Re xib, ib1y “ Re
`

i ¨ p´iq ¨ δbb1

˘

“ δbb1 .

Also ist tb, ib | b P Bu eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.

(c) Für jeden unitären Endomorphismus f von V gilt xfpvq, fpwqy “ xv, wy, also
Re xfpvq, fpwqy “ Re xv, wy für alle v, w P V , also f orthogonal bezüglich
Re x , y.
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