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TENSORPRODUKT, KORPERERWEITERUNGEN

1. Betrachte Vektorrdume Vi und Vo mit 0 < n := min{dimg(V1),dimg(V2)} < co.
Zeige, dass jeder Tensor in V] ®k V5 eine Summe von n reinen Tensoren ist, aber
im allgemeinen nicht von n — 1 reinen Tensoren.

Lésung: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir n = dimg(V3) <
dimg (V7)) annehmen. Sei {b;};c; eine Basis von Vi und sei {b],...,b/} eine Ba-
sis von V5. Dann ist

{bi®b;|iel, 1 <j<n}

eine Basis von V] ® Vs. Jeder Vektor v € V] ® Vs lasst sich daher schreiben als

vV = Z, i aijbi ®b;

iel j=1

fiir eindeutige Koeffizienten a;; € K. Mit v; := Y

v = ivj@)b;.
j=1

Also ist v die Summe der n reinen Tensoren v; @ b), ..., v, ®b;,.

a;jb; € Vy fiir alle j folgt

iel

Wir miissen weiter zeigen, dass ein Tensor existiert, welcher nicht die Summe von
n—1 reinen Tensoren ist. Wegen dim(V;) > dim(V5) kénnen wir dabei {1,...,n} <
I annehmen.

Behauptung. Der Tensor v := Y, | b; ® b} ldsst sich nicht als Summe von n — 1
reinen Tensoren schreiben.

. . —1 .
Beweis. Angenommen, es sei v = Z?:l v;Quw; fiir Vektoren v; € Vi und w; € V5. Aus

Dimensionsgriinden existiert dann eine nicht-verschwindende Linearform ¢: V5 — K
mit {(w;) = 0 fiir alle i = 1,...,n — 1. Durch Anwenden der linearen Abbildung
idy, ® 0: V) Qg Vo — V1 ®k K erhalten wir

n —

D) (bi®1) Zb LD = (idy, ®0)(v Z i ®L(w;) = 0.

i=1 o1

Da die Vektoren b; ® 1 fiir alle 7 € I eine Basis von V; ®x K bilden, folgt daraus
((b;) = 0 fiir alle 4. Da andererseits die b; eine Basis von V3 bilden, folgt daraus
¢ =0, im Widerspruch zur Annahme. ]



2. Zeige: Fiir alle K-Vektorrdume V' und W existiert ein natiirlicher injektiver Ho-
momorphismus
VYWY — (VRW)".

Dieser ist ein Isomorphismus genau dann, wenn V' oder W endlich-dimensional ist.

Losung: Nach einer Proposition der Vorlesung existiert ein natiirlicher injektiver
Homomorphismus

0: VY@ WY - Homg (V, W) mit {@m — (v— L(v) -m).
Andererseits liefert die Adjunktionsformel einen natiirlichen Isomorphismus
Y Homg (V,W") = Homg (V,Homg (W, K)) — Homg(VROW,K) = (VQW)".

Somit ist die zusammengesetzte Abbildung 1) o ¢ ein natiirlicher injektiver Homo-
morphismus VY @ WY — (V@ W)V.

Nach der Vorlesung ist das Bild von ¢ der Unterraum aller Homomorphismen von
endlichem Rang. Dieser Unterraum ist gleich Homg (V, W) genau dann, wenn V'
oder WY endlich-dimensional ist. Aber WV ist endlich-dimensional genau dann,

wenn W endlich-dimensional ist. Da ¢ immer ein Isomorphismus ist, ist folglich
¥ o @ ein Isomorphismus genau dann, wenn V' oder W endlich-dimensional ist.

3. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei t ein Element von V ®x V. Seien
B = (by,...,b,) und B’ = (b,... V) geordnete Basen von V' und schreibe

r n

1,7=1 1,j=1

mit eindeutigen Koeffizienten a;;, o; € K. Beschreibe die Beziehung zwischen den
Matrizen

. /. /
A= (aijhi<ijen und - A":= (@G )i<ij<n
in Termen der Basiswechselmatrix p/[id]p.

Losung: Die Matrix M := p/id]|p = (my;);; ist charakterisiert durch die Formel
bi = >, my;bj, fiir alle i. Es folgt

t = Zn: ;b ®b; = ZQij<kaib;€)®<Zm€jb2)
i\ J k l

4,j=1 ,J
/ /
= Z aijmkimgj bk @ bé

i’j’k’e

= 3 (S ameamne; ) @ ;.

k0 ,J



*4,

Da {b;®0b] | i,j =1,...,n} eine Basis von V ® V bildet, folgt fiir alle k, ¢
Osz = kaiozijmgj.
i,j
In Matrizen bedeutet dies A’ = M - A- M7,

Beweise: Fiir jeden Vektorraum V' und fiir jede Menge {W;},c; von Vektorrdumen
W; existiert ein natiirlicher Isomorphismus

V& (w) =V @ W)
el el

Losung: Wir schreiben ., v;X; fiir Elemente (v;);c; einer dusseren direkten Sum-

me [H,_; V; von Vektorrdumen V;.
Betrachte die Abbildung

el el
! !
iel iel

Man zeigt direkt, dass ¢ bilinear ist. Durch Anwenden der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes (V®g ([H,.; Wi), &) auf ¢ erhalten wir eine lineare Abbildung

oV (Wz> — [H](V @k W;)
i€l i€l
mit & o Kk = p, also mit
v (Z,leZ> [— Z/ (U ® wz)XZ
i€l 1€l
fiir alle v € V und del w; X; € [H,.; Wi
Sei B = {b;|j € J} eine Basis von V und fiir jedes i € I sei B] = {bl; }iek, eine
Basis von W;. Dann ist {0}, X; | i € I, k € K;} eine Basis von [4],_; W;, und somit
ist
{b; @V X;) |jeJ ke K;,icl}
eine Basis von V ® ([H,.; ;) und
{(;@Vy)X; |jeJ ke K, icl}
eine Basis von [+, ;(V ® W;). Wegen
O(b; @ (i Xi)) = (b ® by ) Xi

fiir alle 1, 7, k bildet ® die erste Basis bijektiv auf die zweite ab und ist somit ein
[somorphismus.



5. Sei f: V — V' eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen, und sei L ein Oberkorper
von K. Zeige:
(a) Die Abbildung fr := f®idy: Vi, — V] ist L-linear.
(b) Kern(fr) = Kern(f) ®x L.
(c) Bild(fr) = Bild(f) ®x L.
(d) Rang;(fr) = Rangg(f).

Lésung:

(a) Nach Konstruktion ist die Abbildung f ® id; K-linear, also insbesondere
additiv. Ausserdem gilt fiir alle v € V und x,y € L

(f@idp)(z- (v®y)) = (fId)(v®ry) = flv)@zy
= - (f()®y) = = (fid)(v®y).
Da jedes Element v € V ®g L eine Summe von Elementen der Form v ® y
ist, folgt
(f®idy)(z-0) = z- (f ®id.)(0)
fiir alle x € L. Insgesamt ist f ® id;, also L-linear.

(b-c) Wihle eine Basis B von Kern(f), ein Komplement U < V von Kern(f), sowie
eine Basis B’ von U. Dann induziert f eine bijektive Abbildung von B’ auf
eine Basis B” = f(B’) von Bild(f). Nach der Vorlesung sind dann

B:={b®1|be B} eine Basis von Kern(f) ®gx L,

B :={¥®1|teB} eine Basis von U ® L,
BuB ={b®1|be Bu B} eine Basis von V ®x L,

B":={"®1|b e B"} eine Basis von Bild(f) ®x L.

Insbesondere ist somit

Fiir jedes b € B gilt (f®id)(b®1) = f(b)®1 = 0® 1 = 0; also ist
B < Kern(f ®idy) und somit Kern(f) ®x L < Kern(f ®idy). Andererseits
bildet f ® id;, die Menge B’ bijektiv auf B” ab und induziert daher einen
Isomorphismus U ®x L — Bild(f) ®x L. Zusammen impliziert dies also
Bild(f ® id;) = Bild(f) ®x L und Kern(f ® idy) = Kern(f) ®x L, wie
gewiinscht.

(d) Aus der Definition des Rangs, der Aussage (c), und der Dimensionsinvarianz
der Basiserweiterung folgt

Rang, (f ®id;) = dim; (Bild(f ®id;))
= dimg(Bild(f)) = Rangg(f).



6.

7.

Sei V ein reeller Vektorraum und sei I ein Endomorphismus mit 1? = —idy.
Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren seiner Komplexifizierung

](C = I@ld(c € End(c(v(c).
Losung: Im Fall V' = 0 gibt es keine Eigenwerte oder Eigenwerte. Andernfalls folgt

aus 1% + idy = Oy auch

(Ic Fi-idy.) - (Ic £i-idy.) = IZ+idy. = Oy

Also ist
Bild(I¢ +i-idy.) < Kern(lc Fi-idy.) = Eigy,(Ic).

Andererseits impliziert (Ic + ¢ -idy.) + (Ic — ¢ -idy.) = 2idy, die Gleichung
V = Bild(Ig +i-idy.) + Bild(Ie — i - idyy.).
Zusammen folgt daraus V' = Eig,(Ic) @ Eig_,(I¢) und
Fig,,(Ic) = Bild(Ic +i-idy).
Schliesslich gilt fiir jeden Vektor v € V ~ {0}
(Ic +i-idy)(v®1) = (I®ide +idy ®iide)(v) = [(0)@1+v®i £ 0,

da 1 und 7 als komplexe Zahlen R-linear unabhéngig sind. Folglich sind beide
Eigenrdume ungleich Null, und die Eigenwerte sind ¢ und —q.

Zeige: Zwei reelle n x n-Matrizen A und A’ sind dhnlich {iber R genau dann, wenn
sie dhnlich iiber C sind.

Lésung: Sind A und A" dhnlich iiber R, so existiert eine invertierbare reelle und
somit auch komplexe Matrix U mit UAU ! = UA'U~?; also sind A und A’ auch
dhnlich tiber C.

Sei umgekehrt angenommen, dass A und A’ dhnlich iiber C sind. Dann existiert
eine invertierbare komplexe n x n-Matrix U mit A = UA'U~!. Schreiben wir
U = K + ¢L fiir reelle n x n-Matrizen K, L, so folgt

A (K+iL)=A-U=U-A=(K+iL) A

Nehmen wir von dieser Gleichung den Real- und Imaginérteil, so finden wir AK =
KA und AL = LA’. Fiir jedes x € R gilt daher auch

A (K+zL)=(K+zL) A

Nun ist p(X) := det(K + X L) ein reelles Polynom in der Variablen X mit p(i) =
det(K +iL) = det(U) # 0, weil U invertierbar ist. Also ist p nicht schon identisch

b}



Null und hat daher hochstens endlich viele Nullstellen in C. Insbesondere existiert
ein x € R mit det(K + L) = p(z) # 0. Dann ist V := K + xL eine invertierbare
reelle Matrix mit A-V = V- A, also mit A = V- A’-V~!. Daher sind die Matrizen
A und A’ auch iiber R dhnlich.

Aliter: Fiir jede reelle bzw. komplexe n x n-Matrix B bezeichne Lg g € Endg(R")
bzw. Lpc € End¢(C") die Linksmultiplikation mit B. Fiir eine reelle Matrix B
konnen wir damit die Abbildungen Lpr und Lpc voneinander unterscheiden.

Ausserdem gilt dann Lpg ®g idc = Lpc via dem natiirlichen Isomorphismus
R™ ®g C = C", und mit Aufgabe 5(d) folgt

(1) Rangp(Lpr) = Rangc(Lpc).

Seien nun A und A’ dhnlich iiber C. Fiir jeden gemeinsamen Eigenwert o € C und
jedes i = 0 gilt dann

(2) Rangc(L(a-ar,)ic) = Range(La—ar,)ic) -

Ist @ € R, also p(X) := X — « ein in R[X] irreduzibler Faktor des (gemeinsamen)
charakteristischen Polynoms, so folgt aus (1) fiir jedes i = 0 dann

(3) Rangg (Lyayir) = Rangg(Lyanir).

Sei nun « ¢ R, also p(X) := (X — a)(X — @) ein in R[X] irreduzibler Faktor des
(gemeinsamen) charakteristischen Polynoms.

Behauptung: Fiir jedes ¢ > 0 gilt
(4) Rangc(Lyayic) = Range(Lia—ar,ic) + Range(Lia—ar,)ic) — n.

Beweis: Betrachte die Hauptraumzerlegung C* = P, Haux_s(Lac), wobei 8 € C
alle Eigenwerte von A durchliuft. Dann induziert (A — al,,)? einen invertierbaren
Endomorphismus von Hauy_s(Lac) fiir jedes 8 # «, und (A — al,)" induziert
einen invertierbaren Endomorphismus von Haux_g(Lac) fiir jedes 5 # a. Ausser-

dem ist
p(A)i = (A- aIn)i(A — @In)i = (A— @In)i(A — a[n)i.

Folglich ist
Kern(Lpayc) = C—BKern(Lp(A),(c ‘ HauX,[g(LA@))
= Kern(L(A_a]n)fC ‘ HauX,a(LA@)) @ Kern(L(A_@In)¢7@ ‘ HauX,a(LA,(c))
= Kem(La—arnyic) ® Kern(Lia—ar,yic)-

Aus der bekannten Formel Rangs(B) = n — dim¢ Kern(Lp ¢) fiir jede komplexe
n x n-Matrix B folgt daraus die Behauptung. q.e.d.

6



Durch Einsetzen der Gleichung (2) in die Behauptung (4) und die analoge Formel
fiir A" anstatt A folgt nun

Rangc(Lyayic) = Range(Lyanic)
Mit (1) folgt daraus dann dieselbe Aussage wie oben:

(3) Rangg (Lyayr) = Rangg(Lyanir).

Dies gilt also fiir alle normierten irreduziblen Faktoren p(X) € R[X] des gemein-
samen charakteristischen Polynoms und fiir alle ¢ > 0. Somit haben A und A’
dieselbe Jordansche Normalform iiber R; also sind sie dhnlich.

. Sei (V,{,)) ein unitérer Vektorraum. Sei Vi := V aufgefasst als reeller Vektor-
raum. Zeige:
(a) Der Realteil Re(, ) ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf Vg.
(b) Fiir jede Orthonormalbasis B von (V,{, )) ist
{v, w ‘ veB }
eine Orthonormalbasis von (Vg,Re(, )).
(c) Jeder unitére Endomorphismus von V' ist ein orthogonaler Endomorphismus
von Vg.
Lésung:

(a) Man priift direkt, dass Re( , ) bilinear ist; zum Beispiel gilt Re (\v,w) =
Re(MXv,w)) = ARe (v, w) fir alle v,w € Vg und X\ € R. Wegen ReZ = Rez
fiir alle z € C ist

Re (v, w) = Re({w,v)) = Re{w,v)
fiir alle v, w € Vg, also Re(, ) symmetrisch, und wegen (v, v) > 0 fiir alle v €
Ve~ {0} ist Re{, ) zudem positiv definit, also ein euklidisches Skalarprodukt.

(b) Jeder Vektor in V' ist eine komplexe Linearkombination der Basisvektoren
B, also auch eine reelle Linearkombination der Vektoren {v,iv|v € B}; Die
Vektoren v, iv fiir alle v € B erzeugen also V.

Aus (b,0') = oy fiir alle b, 0’ € B folgt
Re <b, b/> = 5(,[,/,
Re <b, Zb/> = Re(Z : 5bb’> = 0,
Re (ib, ib") = Re(i - (=) - Spr) = Ouwr-
Also ist {b,ib | b € B} eine Orthonormalbasis von (Vg,Re(, )).

(c) Fiir jeden unitdren Endomorphismus f von V' gilt {f(v), f(w)) = (v, w), also
Re{(f(v), f(w)) = Re{v,w) fir alle v,w € V, also f orthogonal beziiglich

Re(, ).



