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Tensorpotenzen und äussere Potenzen

1. Seien α, β, γ Vektoren in einem K-Vektorraum. Vereinfache die Ausdrücke

(a) pα ´ βq ^ pα ` βq,

(b) pα ´ βq ^ pβ ´ γq ^ pγ ´ αq,

(c) pβ ´ αq ^ pγ ´ αq ` pα ` γq ^ γ ´ β ^ γ.

Lösung :

(a) pα ´ βq ^ pα ` βq “ α ^ α ` α ^ β ´ β ^ α ´ β ^ β “ 2α ^ β.

(b) Mit v1 :“ α ´ β und v2 :“ β ´ γ ist γ ´ α “ ´v1 ´ v2. Also gilt

pα ´ βq ^ pβ ´ γq ^ pγ ´ αq “ v1 ^ v2 ^ p´v1 ´ v2q

“ ´v1 ^ v2 ^ v1 ´ v1 ^ v2 ^ v2

“ 0.

(c) Es gilt

pβ ´ αq ^ pγ ´ αq ` pα ` γq ^ γ ´ β ^ γ

“ pβ ^ γ ´ β ^ α ´ α ^ γq ` α ^ γ ´ β ^ γ

“ α ^ β.

2. Unter welchen Bedingungen an v1, . . . , vr P V ist

(a) v1 b . . .b vr “ 0 in V br?

(b) v1 ¨ ¨ ¨ vr “ 0 in SrV ?

(c) v1 ^ . . .^ vr “ 0 in ΛrV ?

Lösung : (a) Es ist v1 b . . .b vr ‰ 0 genau dann, wenn v1, . . . , vr ‰ 0 sind.

Beweis. Wir verwenden Induktion über r. Im Fall r “ 0 gilt die Aussage, weil
v1b . . .b vr “ 1 ist und die Vektoren v1, . . . , vr alle ungleich Null sind, da es keine
davon gibt. Im Fall r “ 1 gilt die Aussage tautologisch. Sei also r ě 2 und die
Aussage korrekt für r´ 1. Wegen der Assoziativität des Tensorproduktes ist dann

v1 b ¨ ¨ ¨ b vr “ pv1 b . . .b vr´1q b vr.
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Nach Teil (a) einer Proposition aus §11.3 der Zusammenfassung ist dies genau
dann ungleich Null, wenn v1 b . . . b vr´1 und vr beide ungleich Null sind. Nach
der Induktionsvoraussetzung ist dies äquivalent zu v1, . . . , vr ‰ 0.

(b) Es ist v1 ¨ ¨ ¨ vr ‰ 0 genau dann, wenn v1, . . . , vr ‰ 0 sind.

Beweis. Ist ein vi “ 0, dann folgt aus der Multilinearität der Produktabbildung
V r Ñ SrV , dass v1 ¨ ¨ ¨ vr “ 0 ist. Seien also v1, . . . , vr ‰ 0. Wir verwenden Induk-
tion über r. Im Fall r ď 1 gilt die Aussage aus denselben Gründen wie in (a). Sei
also r ě 2 und die Aussage korrekt für r ´ 1.

Wähle eine Basis B von V mit v1 P B und eine Totalordnung ď auf B mit grösstem
Element vr. Dann ist die Menge

 

b1 ¨ ¨ ¨ br´1

ˇ

ˇ b1, . . . , br´1 P B mit b1 ď . . . ď br´1

(

eine Basis von Sr´1V . Also existieren Koeffizienten ab1,...,br´1 P K mit

v1 ¨ ¨ ¨ vr´1 “
ÿ

b1,...,br´1PB
b1ď...ďbr´1

1

ab1,...,br´1b1 ¨ ¨ ¨ br´1.

Somit ist

v1 ¨ ¨ ¨ vr “
ÿ

b1,...,br´1PB
b1ď...ďbr´1

1

ab1,...,br´1b1 ¨ ¨ ¨ br´1vr.

Nach der Konstruktion von B bilden die Elemente b1 ¨ ¨ ¨ br´1vr in dieser Sum-
me einen Teil einer Basis von SrV . Wegen der Induktionsvoraussetzung ist aber
v2 ¨ ¨ ¨ vr ‰ 0; also verschwinden nicht alle der Koeffizienten ab1,...,br´1 . Somit ist
auch v1 ¨ ¨ ¨ vr eine nicht-triviale Linearkombination von Basiselementen und daher
ungleich Null.

(c) Es ist v1 ^ . . . ^ vr ‰ 0 genau dann, wenn die Vektoren v1, . . . , vr linear un-
abhängig sind.

Beweis. Falls die Vektoren v1, . . . , vr linear unabhängig sind, können wir diese zu
einer Basis tvi | i P Iu von V erweitern und die gegebene Ordnung auf t1, . . . , ru
zu einer Totalordnung ă auf I fortsetzen. Dann bilden die Elemente vi1 ^ . . .^ vir
für alle i1, . . . , ir P I mit i1 ă . . . ă ir eine Basis von ΛrV . Insbesondere ist dann
v1 ^ . . .^ vr in dieser Basis und folglich ungleich Null, wie gewünscht.

Sind die Vektoren v1, . . . , vk linear abhängig, so existiert ein i mit vi “
ř

j‰i ajvj
für Koeffizienten aj P K. Es folgt

v1 ^ . . .^ vk “
ÿ

j‰i

aj ¨ v1 ^ . . .^ vi´1 ^ vj ^ vi`1 ^ . . .^ vk

Für jedes j ‰ i enthält der Ausdruck v1 ^ . . . ^ vi´1 ^ vj ^ vi`1 ^ . . . ^ vk den
Vektor vj zweimal und ist daher gleich 0. Also ist v1 ^ . . .^ vk “ 0.

2



3. Unter welchen Bedingungen an v1, v2, v3, v4 P V existieren w1, w2 P V mit

(a) v1 b v2 ` v3 b v4 “ w1 b w2 in V b2?

(b) v1 ^ v2 ` v3 ^ v4 “ w1 ^ w2 in Λ2V ?

Lösung :

(a) Behauptung. Es existieren Vektoren w1, w2 P V mit v1bv2`v3bv4 “ w1bw2

genau dann, wenn v1, v3 linear abhängig oder v2, v4 linear abhängig sind.

Beweis. Sind v1, v3 und v2, v4 jeweils linear unabhängig, folgt aus Proposition
(b) §11.3 der Zusammenfassung, dass v1 b v2 ` v3 b v4 nicht rein, also nicht
von der Form w1 b w2 für Vektoren w1, w2 P V ist.

Falls dagegen v1, v3 linear abhängig sind, existieren w1 P V und λ, µ P K mit
v1 “ λw1 und v3 “ µw1. Also gilt

v1 b v2 ` v3 b v4 “ λw1 b v2 ` µw1 b v4

“ w1 b λv2 ` w1 b µv4

“ w1 b pλv2 ` µv4q,

und die Behauptung ist richtig mit w2 :“ λv2 ` µv4. Der Fall, in dem v2, v4

linear abhängig sind, folgt analog.

(b) Behauptung. Es existieren Vektoren w1, w2 P V mit v1^v2`v3^v4 “ w1^w2

genau dann, wenn v1, . . . , v4 linear abhängig sind.

Beweis. Falls v1, . . . , v4 linear abhängig sind, lässt sich einer der Vektoren vi
als Linearkombination der anderen darstellen. Nach etwaigem Vertauschen
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit v4 “ av1 ` bv2 ` cv3 mit
Koeffizienten a, b, c P K annehmen. Dann ist

v1 ^ v2 ` v3 ^ v4 “ v1 ^ v2 ` v3 ^ pav1 ` bv2q

“ v1 ^ v2 ´ a ¨ v1 ^ v3 ` b ¨ v3 ^ v2

“ v1 ^ pv2 ´ av3q ` b ¨ v3 ^ v2

“ pv1 ` bv3q ^ pv2 ´ av3q.

Also gilt die Behauptung mit w1 :“ v1 ` bv3 und w2 :“ v2 ´ av3.

Falls dagegen v1, . . . , v4 linear unabhängig sind, erweitere diese zu einer Basis
tvi | i P Iu von V und setze die gegebene Ordnung auf t1, 2, 3, 4u fort zu
einer Totalordnung ă auf I. Dann bilden die Elemente vi^ vj für alle i, j P I
mit i ă j eine Basis von Λ2V . Nehmen wir nun an, es existieren Vektoren
w1 “

ř1

iPI aivi und w2 “
ř1

iPI bivi mit v1 ^ v2 ` v3 ^ v4 “ w1 ^ w2. Dann
berechnen wir

w1 ^ w2 “
ÿ

i,jPI

1

aibj ¨ vi ^ vj “
ÿ

i,jPI mit iăj

1

paibj ´ ajbiq ¨ vi ^ vj.
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Durch Vergleichen der Koeffizienten von vi ^ vj für alle 1 ď i ă j ď 4 folgt

(1) a1b2 ´ a2b1 “ 1, (4) a2b3 ´ a3b2 “ 0,

(2) a1b3 ´ a3b1 “ 0, (5) a2b4 ´ a4b2 “ 0,

(3) a1b4 ´ a4b1 “ 0, (6) a3b4 ´ a4b3 “ 1.

Wegen (1) können wir nach der etwaigen Substitution pw1, w2q ÞÑ pw2,´w1q

annehmen, dass a1 und b2 beide nicht 0 sind. Dann ist

b3
(2)
“

b1

a1

a3
(4)
“

b1a2

a1b2

b3
(1)
“

a1b2 ´ 1

a1b2

b3
(1)
“ b3 ´

b3

a1b2

,

also b3
a1b2

“ 0 und somit b3 “ 0. Aus (4) und b2 ‰ 0 folgt dann auch a3 “ 0.
Damit führt aber (6) zu einem Widerspruch. Daher ist v1^ v2` v3^ v4 nicht
rein.

Bemerkung. Falls 2 ‰ 0 in K ist, können wir auch wie folgt argumentieren.
Setze α :“ v1^v2`v3^v4. Nach Aufgabe 6 (b) ist α “ w1^w2 für Vektoren
w1, w2 P V genau dann, wenn α ^ α “ 0 ist. Eine direkte Rechnung liefert
aber

α ^ α “ 2 ¨ v1 ^ . . .^ v4.

Im Fall 2 ‰ 0 ist dies nach der Lösung zu Aufgabe 2 (c) gleich Null genau
dann, wenn v1, . . . , v4 linear unabhängig sind.

4. Seien v1, . . . , vk linear unabhängige Vektoren in einem Vektorraum V . Zeige:
@

v1, . . . , vk
D

“
 

x P V
ˇ

ˇ v1 ^ . . .^ vk ^ x “ 0
(

Lösung : Ein Vektor x P V liegt im Erzeugnis xv1, . . . , vky genau dann, wenn die
Vektoren x, v1, . . . , vk linear abhängig sind, also wegen der Lösung zu Aufgabe 2
(c) genau dann, wenn v1 ^ . . .^ vk ^ x “ 0 ist. Das zeigt die Aussage.

5. Sei f : V Ñ W eine lineare Abbildung von endlichdimensionalenK-Vektorräumen.
Für jedes r ě 0 betrachte die lineare Abbildung Λrf : ΛrV Ñ ΛrW. Zeige:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn Λrf ungleich Null ist für r “ dimpV q.

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn Λrf ungleich Null ist für r “ dimpW q.

Lösung : In der nachfolgenden Lösung kommen zwei verschiedene Ideen zum Tra-
gen, die auch auf die jeweils andere Teilaufgabe angewendet werden können.

(a) Es sei r “ dimpV q und b1, . . . , br eine Basis von V . Nach Abschnitt 12.6
der Zusammenfassung ist dann ΛrV eindimensional und erzeugt von dem
Element b1 ^ . . .^ bn. Nach Definition von Λrf haben wir

Λrf pb1 ^ . . .^ bnq “ f pb1q ^ . . .^ f pbnq
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Somit ist Λrf ungleich Null genau dann, wenn f pb1q ^ . . . ^ f pbnq ‰ 0 ist.
Nach der Lösung zu Aufgabe 3 (c) ist dies äquivalent dazu, dass die Vektoren
f pb1q , . . . , f pbnq linear unabhängig sind. Dies ist aber äquivalent dazu, dass
f injektiv ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Es sei r “ dimpW q. Dann ist ΛrW eindimensional. Wir beweisen die beiden
Richtungen der Behauptung separat.

Nehmen wir zunächst an, dass f surjektiv ist. Dann existiert eine lineare
Abbildung g : W Ñ V mit f ˝ g “ idW . Nach der Funktorialität der äusseren
Potenz gilt folglich

Λrf ˝ Λrg “ Λr
pf ˝ gq “ Λr

pidW q “ idΛrW

Wegen ΛrW ‰ 0 ist diese Abbildung ungleich Null und daher auch Λrf .

Nehmen wir umgekehrt an, dass f nicht surjektiv ist. Dann ist W 1 :“ Bildpfq
ein Unterraum von W der Dimension ă r. Somit ist ΛrW 1 “ 0. Für die Inklu-
sionsabbildung i : W 1 ãÑ W ist daher auch die induzierte lineare Abbildung
Λri : ΛrW 1 Ñ ΛrW gleich Null. Ausserdem ist f “ i ˝ f 1 für einen Homo-
morphismus f 1 : V Ñ W 1. Nach der Funktorialität des äusseren Potenz ist
daher

Λrf “ Λr
pi ˝ f 1q “ Λri ˝ Λrf 1,

und aus Λri “ 0 folgt nun auch Λrf “ 0, wie gewünscht.

*6. Ein Element α P ΛkV heisst rein, falls Vektoren w1, . . . , wk P V existieren mit
α “ w1 ^ . . .^ wk. Zeige:

(a) Für jedes α P Λ2V existiert eine Basis tbiuiPI von V und ein k ě 0 mit
t1, . . . , 2ku Ă I und α “ b1 ^ b2 ` . . .` b2k´1 ^ b2k.

(b) Ist 2 ‰ 0 in K, so ist α P Λ2V genau dann rein, wenn α ^ α “ 0 ist in Λ4V .

Lösung :

(a) Es sei α P Λ2V und tbiuiPI eine Basis von V . Dann ist α eine endliche Li-
nearkombination von Vektoren der Form bi ^ bj. Nach geeigneter Wahl der
Indexmenge I können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,
dass

α “
ÿ

1ďiăjďn

aijbi ^ bj (1)

ist für ein 0 ď n ă 8 und für Koeffizienten aij P K. Es genügt also zu zeigen:
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Behauptung. Für jede Wahl linear unabhängiger Vektoren b1, . . . , bn P V und
für jedes α P Λ2V der Form (1) existiert eine Basis

`

b̃1, . . . , b̃n
˘

des Unter-
raums xb1, . . . , bny und ein 0 ď k ď n{2 mit

α “ b̃1 ^ b̃2 ` . . .` b̃2k´1 ^ b̃2k

Beweis. Wir verwenden Induktion über n. Im Fall n “ 0 oder α “ 0 gilt die
Aussage mit k “ 0. Sei andernfalls n ą 0 und α ‰ 0, und die Behauptung
gelte für alle n1 ă n. Nach einer etwaigen Umordnung der Vektoren b1, . . . , bn
können wir a12 ‰ 0 annehmen. Setze

b̃1 :“ a12 ¨

˜

b1 ´
ÿ

2ăjďn

a2j

a12

¨ bj

¸

und

b̃2 :“ b2 `
ÿ

2ăjďn

a1j

a12

¨ bj.

Dann gilt

b̃1 ^ b̃2 “ a12b1 ^ b2 `
ÿ

2ăjďn

a1jb1 ^ bj ´
ÿ

2ăjďn

a2jbj ^ b2 ´

n
ÿ

2ăj,j1ďn

a2ja1j1

a12

bj ^ bj1

“
ÿ

2ďjďn

a1jb1 ^ bj `
ÿ

2ăjďn

a2jb2 ^ bj ´
n
ÿ

2ăj,j1ďn

a2ja1j1

a12

¨ bj ^ bj1

Folglich gibt es Koeffizienten cij P K mit

α “ b̃1 ^ b̃2 `
ÿ

2ăiăjďn

cij ¨ bi ^ bj

Durch Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf die linear unabhängigen
Vektoren b3, . . . , bn und das Element

ř

2ăiăjďn cij ¨ bi ^ bj erhalten wir eine

Basis b̃3, . . . , b̃n von xb3, . . . , bny und eine Zahl 1 ď k ď n{2 mit
ÿ

2ăiăjďn

cij ¨ bi ^ bj “ b̃3 ^ b̃4 ` . . .` b̃2k´1 ^ b̃2k

Damit hat
α “ b̃1 ^ b̃2 ` b̃3 ^ b̃4 ` . . .` b̃2k´1 ^ b̃2k

die gesuchte Form. Ausserdem zeigt die Konstruktion von b̃1 und b̃2, dass
pb̃1, b̃2, b3, . . . , bnq eine Basis von xb1, . . . , bny ist, und somit gilt dasselbe auch
für pb̃1, b̃2, b̃3, . . . , b̃nq. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Falls α rein ist, so gibt es Vektoren w1, w2 P V mit α “ w1 ^ w2. Nach der
Definition von alternierenden Abbildungen ist dann

α ^ α “ w1 ^ w2 ^ w1 ^ w2 “ 0.
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Umgekehrt sei α P Λ2V mit α ^ α “ 0. Nach (a) existiert eine Basis tbiuiPI
von V mit

α “ b1 ^ b2 ` . . .` b2k´1 ^ b2k

für ein k ě 0. Dann ist

0 “ α ^ α “

k
ÿ

i“1

k
ÿ

j“1

b2i´1 ^ b2i ^ b2j´1 ^ b2j.

Hier ist der Summand b2i´1 ^ b2i ^ b2j´1 ^ b2j gleich Null für i “ j, weil er
dann zweimal denselben Faktor b2i enthält. Andernfalls ist er invariant unter
Vertauschung von i und j, weil diese Vertauschung durch die Transpositionen
2i Ø 2j und 2i ´ 1 Ø 2j ´ 1 erreicht wird, die beide ein Vorzeichenwechsel
bewirken. Insgesamt folgt daraus

0 “ 2 ¨
ÿ

0ăiăjďk

b2i´1 ^ b2i ^ b2j´1 ^ b2j.

Da 2 ‰ 0 ist und die Vektoren b2i´1 ^ b2i ^ b2j´1 ^ b2j für alle i ă j linear
unabhängig sind, muss die Summe leer, also k ď 1 sein. Im Fall k “ 0 ist
α “ 0^ 0 und im Fall k “ 1 ist α “ b1 ^ b2; in beiden Fällen ist α also rein.
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