D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlosung Serie 26

TENSORPOTENZEN UND AUSSERE POTENZEN

1. Seien «, 8,7 Vektoren in einem K-Vektorraum. Vereinfache die Ausdriicke

(a) (a=08) A (a+p),
() (@=B) A (B=7) A (y—a),
() B-—a)ar(vy—a)+(a+y)Ay—=BAr7.

Lésung:

(@) (a=B)A(a+f)=ara+anfB-—0ra—0BArp=2anp.
(b) Mit v; :=a — fund vy := ff — 7y ist v — a = —v; — ve. Also gilt
(@=B)A(B=7)A(y—a) = vi Ava A (—v1 — 12)
= —U1 NV NU1 — U1 N\ Uy A\ Uy

= 0.
(c) Es gilt

B-a)r(y—a)+(a+ty)Ary=PFnrny
=BAy=—0Bra—ary)+ary—F0Ay
=anpf.

2. Unter welchen Bedingungen an vy, ..., v, € V ist

(a) 1 ®...Qv, =0 in V®?
(b) v1-+-v, =0 in S"V?

(c) vy Avonv, =0 in A"V?

Lésung: (a) Es ist v1 ® ... ® v, # 0 genau dann, wenn vy, . .., v, # 0 sind.

Beweis. Wir verwenden Induktion tiber r. Im Fall » = 0 gilt die Aussage, weil
M ®...®v, = 1ist und die Vektoren vy, ..., v, alle ungleich Null sind, da es keine
davon gibt. Im Fall » = 1 gilt die Aussage tautologisch. Sei also r > 2 und die
Aussage korrekt fiir » — 1. Wegen der Assoziativitdat des Tensorproduktes ist dann

MR QU = (N®...0U_1)®v,.



Nach Teil (a) einer Proposition aus §11.3 der Zusammenfassung ist dies genau
dann ungleich Null, wenn v; ® ... ® v,_; und v, beide ungleich Null sind. Nach
der Induktionsvoraussetzung ist dies dquivalent zu vy, ..., v, # 0. O

(b) Es ist vy - - - v, # 0 genau dann, wenn vy, ..., v, # 0 sind.

Beweis. Ist ein v; = 0, dann folgt aus der Multilinearitdt der Produktabbildung
V" — S"V, dass vy -+ v, = 0 ist. Seien also vy, ..., v, # 0. Wir verwenden Induk-
tion iiber r. Im Fall r < 1 gilt die Aussage aus denselben Griinden wie in (a). Sei
also r > 2 und die Aussage korrekt fiir r — 1.

Wihle eine Basis B von V' mit v; € B und eine Totalordnung < auf B mit grosstem
Element v,.. Dann ist die Menge

{bl“'br_l\bh...,br_lEBmit b1<...<br_1}

eine Basis von S""'V. Also existieren Koeffizienten a;, ;. , € K mit

/
V1 Up—1 = Z abl,...,br_lbl by
b1,....br_1€B
b1<--~<b'r71
Somit ist
/
V- Up = Z abl,...,br,llh b0,
b1,...,b,,',1EB

b1<...<br1

Nach der Konstruktion von B bilden die Elemente by ---b,_;v, in dieser Sum-
me einen Teil einer Basis von S™V. Wegen der Induktionsvoraussetzung ist aber
vy ---v, # 0; also verschwinden nicht alle der Koeffizienten ap, 3, ,. Somit ist
auch vy - - - v, eine nicht-triviale Linearkombination von Basiselementen und daher

ungleich Null. ]
(c) Esist v1 A ... A v, # 0 genau dann, wenn die Vektoren vy, ..., v, linear un-
abhéngig sind.

Beweis. Falls die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, konnen wir diese zu
einer Basis {v; | i € I} von V erweitern und die gegebene Ordnung auf {1,...,r}
zu einer Totalordnung < auf I fortsetzen. Dann bilden die Elemente v;, A ... A v;,
fiir alle 41,...,47, € I mit i1 < ... < 1, eine Basis von A"V. Insbesondere ist dann

v1 A ... A v, in dieser Basis und folglich ungleich Null, wie gewiinscht.

Sind die Vektoren vy, ..., v linear abhéngig, so existiert ein i mit v; = ] i @5Vj
fir Koeffizienten a; € K. Es folgt
Vi N ... NV = Zaj-vl/\.../\vi,l/\vj/\viﬂ/\.../\vk
J#i
Fiir jedes j # 7 enthélt der Ausdruck vy A ... A Vi1 A U A Vig1 A ... A Vg den
Vektor v; zweimal und ist daher gleich 0. Also ist v; A ... A v = 0. O
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3. Unter welchen Bedingungen an vy, vy, v3,v4 € V' existieren wy, wy € V' mit

()
(b)

’U1®'U2+U3®’U4 :’U)1®"LU2 in V®2?

VL AUy + Vs AUy =Wy AWy in A2V?

Lésung:

(a)

Behauptung. Es existieren Vektoren wy, ws € V mit v1 ®vs + 03004 = w1 @y
genau dann, wenn vy, v3 linear abhéingig oder vy, v4 linear abhéngig sind.

Beweis. Sind vy, v3 und vy, vy jeweils linear unabhéngig, folgt aus Proposition
(b) §11.3 der Zusammenfassung, dass v; ® vy + v3 ® vy nicht rein, also nicht
von der Form w; ® ws fiir Vektoren wq, wy € V' ist.

Falls dagegen vy, v3 linear abhéngig sind, existieren wy € V und A\, p € K mit
vy = Awp und vy = paw,;. Also gilt

V1 @U +U3QUs = Aw Q@ Vg + pw; @ vy
= w1 @ Avy + w1 @ pvy
= w1 ® (Avg + pvy),

und die Behauptung ist richtig mit wy := Ave + pv4. Der Fall, in dem vy, vy

linear abhéngig sind, folgt analog. O]
Behauptung. Es existieren Vektoren wy, ws € V mit v; Avg+v3 A4 = w1 Awy
genau dann, wenn vy, . .., v4 linear abhingig sind.

Beweis. Falls vy, ..., vy linear abhéngig sind, lasst sich einer der Vektoren v;

als Linearkombination der anderen darstellen. Nach etwaigem Vertauschen
konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit vy = avy + bvy + cvz mit
Koeffizienten a, b, c € K annehmen. Dann ist

Ul AU+ U3 AUL = V1 A Vg4 U3 A (avg + bug)
= VAU —a- -V AUs+b- U3 AUy

= v A (Vg —avs) + b-v3 A Vg

(v1 + bug) A (vg — avy).

Also gilt die Behauptung mit w; := vy + bvg und wy 1= ve — avs.

Falls dagegen vy, ..., v4 linear unabhéngig sind, erweitere diese zu einer Basis
{vi | © € I} von V und setze die gegebene Ordnung auf {1,2,3,4} fort zu
einer Totalordnung < auf I. Dann bilden die Elemente v; A v; fiir alle 4, j € I
mit i < j eine Basis von A?V. Nehmen wir nun an, es existieren Vektoren

/ / .

wy = Yy av; und we = Y., bv; mit v; A vy + Uz A vy = wy A wy. Dann
berechnen wir

/ !/
W1 N Wy = Z aibj “Up NV = Z (aibj — CijZ') “ Vi N\ Uj.

ijel i, mit i<j



Durch Vergleichen der Koeffizienten von v; A v; fiir alle 1 < ¢ < j < 4 folgt

(1) a1b2 — G,Zbl = 1, (4) a263 - a3b2 = 0,
(2) a1b3 — CL3b1 = 07 (5) a2b4 — CL4b2 = 07
(3) alb4 - &4[)1 = 0, (6) agb4 — &4[)3 = 1.

Wegen (1) konnen wir nach der etwaigen Substitution (wi,ws) — (wg, —w1)
annehmen, dass a; und b, beide nicht 0 sind. Dann ist

b b by — 1
b3 (22) —1a3 (I) —1a2b3 (Z) —a1 2 by = b3 — ——,
ay a1bs a1bo aiby

also all’—z2 = 0 und somit b3 = 0. Aus (4) und by # 0 folgt dann auch a3 = 0.
Damit fiithrt aber (6) zu einem Widerspruch. Daher ist v; A vg + v3 A v4 nicht
rein. [

Bemerkung. Falls 2 # 0 in K ist, kdnnen wir auch wie folgt argumentieren.
Setze o := v1 A vy +v3 A vg. Nach Aufgabe 6 (b) ist a = wy A wy fiir Vektoren
wi,wy € V genau dann, wenn o A o = 0 ist. Eine direkte Rechnung liefert
aber

aAAQ = 2V A...A .

Im Fall 2 # 0 ist dies nach der Losung zu Aufgabe 2 (c) gleich Null genau
dann, wenn vy, ..., v4 linear unabhéngig sind.

4. Seien vy, ..., v, linear unabhéngige Vektoren in einem Vektorraum V. Zeige:

<ful,...,vk> = {er’vl/\.../\vk/\xzo}

Lésung: Ein Vektor x € V liegt im Erzeugnis (vy,...,v;) genau dann, wenn die
Vektoren x, vy, ..., v linear abhéngig sind, also wegen der Losung zu Aufgabe 2
(c) genau dann, wenn vy A ... A v A z = 0 ist. Das zeigt die Aussage.

5. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von endlichdimensionalen K-Vektorraumen.
Fiir jedes r = 0 betrachte die lineare Abbildung A" f : A"V — A"W. Zeige:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn A" f ungleich Null ist fiir r = dim(V).
(b) f ist surjektiv genau dann, wenn A" f ungleich Null ist fiir r = dim (/).

Lésung: In der nachfolgenden Lésung kommen zwei verschiedene Ideen zum Tra-
gen, die auch auf die jeweils andere Teilaufgabe angewendet werden konnen.

(a) Es sei r = dim(V') und by,...,b, eine Basis von V. Nach Abschnitt 12.6
der Zusammenfassung ist dann A"V eindimensional und erzeugt von dem
Element b; A ... A b,. Nach Definition von A" f haben wir

ANfbin..onby)=f(b1)A..onf(bn)
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Somit ist A" f ungleich Null genau dann, wenn f (by) A ... A f(b,) # 0 ist.
Nach der Losung zu Aufgabe 3 (c) ist dies dquivalent dazu, dass die Vektoren
f(b1),..., f(b,) linear unabhéngig sind. Dies ist aber dquivalent dazu, dass
f injektiv ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Es sei r = dim(WW). Dann ist AW eindimensional. Wir beweisen die beiden
Richtungen der Behauptung separat.

Nehmen wir zunéchst an, dass f surjektiv ist. Dann existiert eine lineare
Abbildung g : W — V mit fog = idy. Nach der Funktorialitéit der dusseren
Potenz gilt folglich

NfoATg=A(fog)=A" (idy) = idarw

Wegen A"W # 0 ist diese Abbildung ungleich Null und daher auch A" f.

Nehmen wir umgekehrt an, dass f nicht surjektiv ist. Dann ist W’ := Bild(f)
ein Unterraum von W der Dimension < r. Somit ist AW’ = 0. Fiir die Inklu-
sionsabbildung i : W’ < W ist daher auch die induzierte lineare Abbildung
A" o AW — AW gleich Null. Ausserdem ist f = i o f’ fiir einen Homo-
morphismus [’ : V' — W’ Nach der Funktorialitit des dusseren Potenz ist
daher

Nf=N(iof)=AioAf,
und aus A" = 0 folgt nun auch A" f = 0, wie gewiinscht.

*6. Ein Element o € A¥V heisst rein, falls Vektoren wy,...,w; € V existieren mit
Q=W A...Awg. Leige:

(a) Fiir jedes a € A*V existiert eine Basis {b;},.; von V und ein k£ > 0 mit
{1,...,2k}CIunda=bl Aby+ ...+ bor_1 A boy.

(b) Ist 2 # 0 in K, so ist o € A%V genau dann rein, wenn o A a = 0 ist in AV
Lésung:

(a) Es sel @ € AV und {b;},.; eine Basis von V. Dann ist « eine endliche Li-
nearkombination von Vektoren der Form b; A b;. Nach geeigneter Wahl der
Indexmenge I kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass

o = 2 Cll'jbl' VAN bj (1)

1<i<j<n

ist fiir ein 0 < n < 00 und fiir Koeffizienten a;; € K. Es geniigt also zu zeigen:



Behauptung. Fiir jede Wahl linear unabhéngiger Vektoren by, ..., b, € V und

fiir jedes v € AV der Form (1) existiert eine Basis (by,...,b,) des Unter-
raums (b, ..., b,y und ein 0 < k < n/2 mit

a=l~)1A1~)2+...+62k_1A[~)2k

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Im Fall n = 0 oder a = 0 gilt die
Aussage mit k = 0. Sei andernfalls n > 0 und « # 0, und die Behauptung
gelte fiir alle n’ < n. Nach einer etwaigen Umordnung der Vektoren by, ..., b,
konnen wir a15 # 0 annehmen. Setze

l~)1 = a9 <b1 — Z & : b]> und

95<n M2
byi=by+ Y, —-b.
95 <n 412

Dann gilt

l~)1 7AN i)g = (1,12[)1 AN b2 + Z aljbl AN bj - Z (Izjbj VAN b2 — Z wbj VAN bj/

a
2<j<n 2<j<n 2<jji<n 12

= Z aljbl/\bj—i— Z Clgjbg/\bj— Z M‘bj/\bj/

. . a
2<j<n 2<j<n 2<jjl<n 12

Folglich gibt es Koeffizienten c¢;; € K mit

04261/\624- 2 Cij'bz’/\bj

2<i<j<n

Durch Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf die linear unabhéngigen
Vektoren bs, ..., b, und das Element >, _. <j<n Cij * b; A b; erhalten wir eine

Basis bs, . .., b, von (b3, ...,b,y und eine Zahl 1 < k < n/2 mit

Z Cij by AU = l~)3/\54~|—...+l~)2k_1/\l~)2k

2<i<j<n
Damit hat S ) 3
a = by Aby+b3 Aby+ ...+ byp_1 A by

d~ie gesuchte Form. Ausserdem zeigt die Konstruktion von l~)1 und l~)2, dass
(b1, b2, b3, . .., by,) eine Basis von (by,...,b,) ist, und somit gilt dasselbe auch
fir (b1, b, bs, ..., b,). Damit ist die Behauptung bewiesen. O]
Falls « rein ist, so gibt es Vektoren w,wy € V mit o = w; A wy. Nach der
Definition von alternierenden Abbildungen ist dann

QA=W AWy AW Awy=0.



Umgekehrt sei o € A2V mit a A @ = 0. Nach (a) existiert eine Basis {b;}
von V' mit

el
Oézbl/\bg—l-...-i-bgk_l/\bgk

fiir ein k£ > 0. Dann ist

kE k
0 = arna = ZZbZifl/\b%/\ijfl/\ij-

i=1j=1

Hier ist der Summand bg;—1 A ba; A baj_1 A by gleich Null fiir ¢ = j, weil er
dann zweimal denselben Faktor by; enthalt. Andernfalls ist er invariant unter
Vertauschung von ¢ und j, weil diese Vertauschung durch die Transpositionen
2i <> 25 und 20 — 1 < 2j — 1 erreicht wird, die beide ein Vorzeichenwechsel
bewirken. Insgesamt folgt daraus

0=2- Z bgifl N bgi AN bgj,1 AN bgj.

O<i<j<k

Da 2 # 0 ist und die Vektoren by;_1 A by A bgj_1 A by; fiir alle ¢ < j linear
unabhingig sind, muss die Summe leer, also £ < 1 sein. Im Fall £ = 0 ist
a=0A0und im Fall k = 1ist a = b; A by; in beiden Féllen ist « also rein.



