D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlosung Serie 27

TENSORALGEBRA UND VEKTORPRODUKT

1. Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n.

(a) Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung e : V¥ ® V' — K gibt mit der
Eigenschaft e({ ® v) = £(v) fiir alle € VY und v € V.

(b) Betrachte den natiirlichen Isomorphismus N : V¥ ® V. — Hom(V, V) aus
der Vorlesung. Zeige, dass fiir jede lineare Abbildung f € Hom(V, V) gilt:

e(N7'(f)) = Spur(f)
(c) Folgere, dass die zusammengesetzte Abbildung

r—x-idy

K Hom(V,V) 2>V @V —2= K

die Multiplikation mit n ist.

(d) Wo genau geht das schief, wenn V' unendliche Dimension hat?
Lésung:
(a) Die Auswertungsabbildung
VYxV->K, (lv)—L(v)
ist bilinear, da fiir alle £,/ € V'V und v,v' € V sowie z, 2’ € K gilt:

(2l + 20 (v) = (z0)(v) + (&) (v) = x-L(v)+a - l(v),
lxv+2V') = L zv) +L(2V) = x-L(v)+a" - L).

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes induziert diese bili-
neare Abbidlung eine eindeutige lineare Abbildung e : VYV ® V — K mit der
gewiinschten Eigenschaft.

(b) Wir wéhlen eine geordnete Basis B = (by,...,b,) von V und bezeichnen
mit (¢1,...,¢,) die zugehorige Dualbasis von V. Fiir alle 1 < i,7 < n gilt
dann ¢;(b;) = 9;;. Nach der Vorlesung ist nun {/; ® b;}1<; j<n €ine Basis des
Tensorprodukts Vv ® V', und der Isomorphismus N ist bestimmt durch die
Gleichung

Nl @bi)(v) = 4;(v) - b;
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fir alle 4, 5. Sei nun f € Hom(K, K) mit Darstellungsmatrix g[f]p = (aij)i,
und betrachte den Tensor

Z aij-€j®bi € VV®V

3,j=1

Fiir alle 1 < k£ < n gilt dann

N(t)(by) = <zn] ag - { ®b> Z ag; - iai,ﬂ-bi = F(bp).

ij=1 ij=1 i=1

Somit ist N(t) = f. Andererseits ist

n

i e(l; ®b;) 22(1”-- i = Spur(f)

ij=1
nach der Definition von Spur(f). Insgesamt folgt somit die Behauptung.

(c) Seien b; und ¢; wie in (b). Fiir jedes z € K hat dann f := x -idy die Darstel-
lungsmatrix x - I, mit der Einheitsmatrix [,, der Grosse n x n. Deren Spur,
das heisst, die Summe ihrer Diagonaleintrége, ist gleich })"  « = nz. Also
ist

e(N"Y(z-idy)) = Spur(z-idy) = na.

(d) Fiir V unendlich-dimensional ist N injektiv, aber nicht bijektiv; insbesondere

ist die identische Abbildung idy nicht im Bild. Auch ist die Spur eines En-

domorphismus von V' dann nicht definiert. Somit ergeben beide Seiten der
Gleichung in (b) im Allgemeinen keinen Sinn.

Das Bild von N besteht aber genau aus den Endomorphismen von endlichem
Rang. Fiir diese lasst sich durch die Formel in (b) also doch eine natiirliche
Spur definieren.

*2. Sei r eine natiirliche Zahl mit r! # 0 in K. Konstruiere fiir jeden endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraum V' einen natiirlichen Isomorphismus

Se(VY) = (SkV)".
Liosungsskizze: Betrachte die multilineare Abbildung
e (V) x V' — K,
(b, v, 0, Z U (Vg1) - L (Vgy).

€S,

Man zeigt direkt, dass fiir jedes 7 € .S, gilt:

%0(617"'767';/017"'71}7") :()0(6717-"7671";1}17"'7(01")
= 90(617‘"7€T;U717“‘?UTT)'



Durch Anwenden der universellen Eigenschaften von (S™(V'V), k) und (S"V,«’)
erhélt man eine eindeutige Abbildung

®: ST (VY) x SV > K

mit ® o (k,k") = ¢. Weiter priift man direkt, dass ® bilinear ist. Wegen der
Adjunktionsformel fiir das Tensorprodukt existiert dann eine eindeutige lineare
Abbildung

Y: S"(VY) - Homg (S"V,K) = (S"V)"

mit ¥ (£)(v) = ®(L,v) fir alle v e SV und £ € S"(VV).

Um zu priifen, ob v ein Isomorphismus ist, betrachten wir eine geordnete Basis
(by,...,b,) von V und die zugehorige Dualbasis (by,...,by) von V. Fiir alle , j
gilt dann b (b;) = &;;. Ausserdem ist

BT = {bzlb“
BY == {by---by

n} eine Basis von S™V und

S S S S
<ip <...<i,<n} eine Basis von S"(V").

Firallel <i; <...<i.<nund1<j <...<j, <n berechnen wir

(b -0y )( by, -+ bj,)

KA

D(k(by,...,07),K (bj,...,b;))
(%) = by, ....bbj, ... bj)

= 2es, biy (0jp1) - 0.(bs,..)

= ZUEST 52‘1]'01 o '5irjar'

Da das Tupel j := (ji,...,Jr) in monoton wachsender Reihenfolge angeordnet
ist, ist das Tupel j, := (Joi,- -+, Jor) genau dann wieder in monoton wachsender
Reihenfolge angeordnet, wenn es gleich j ist. Da auch das Tupel i := (1, ..,0-) In
monoton wachsender Reihenfolge angeordnet ist, ist es also genau dann gleich j,,
wenn i = j = j, ist. Somit ist -

<b'v"'bivrvbj1"'bjr)
(

v
@/J(bil"'bir)(bﬁ”'bjr) - { 07 fiir ¢

Js
# J.
wobei Nl die Anzahl aller Permutation o € S, mit J = Jo ist.

Sei nun B, die zu B, duale Basis von (S”V)¥. Diese besteht aus Linearformen
¢; fiir alle monoton wachsende Tupel ¢ wie oben und ist charakterisiert durch die
Gleichung

Ci(bjy -+ +bj.) = Girjy -+ i,

fiir alle monoton wachsende Tupel j. Die Rechnung (+) bedeutet dann
W(bs - 07 ) (bjy - bj) = Ni-lilby, -+ bj,).
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Da hier die bj, - - - b;, durch eine Basis von S™V laufen, bedeutet dies
Yo b)) = Nidy

fiir alle . Wenn die Faktoren N; nicht da wéren, wiirde also die Basis B, bijektiv
auf die Basis B, abgebildet. Da die Faktoren da sind, sehen wir, dass die Abbildung
genau dann ein Isomorphismus ist, wenn diese Faktoren alle ungleich Null sind.
Wir miissen also die Zahlen N; bestimmen. Dafiir betrachten wir fiir jedes 1 <
k < n die Menge -

I, = {1<y<r|j1,=k}.
Dann gilt j = j, genau dann, wenn o fiir jedes k die Menge [ nur in sich permu-
tiert, wobei diese aber beliebig in sich permutiert werden darf. Mit 7, := |I| ist
die Anzahl der Permutationen von I aber gleich r;!. Zusammengenommen ist die
Anzahl der o € S, mit J = Jo daher

Nl = HZ:1 T’k!.

Nun ist {1,...,r} die disjunkte Vereinigung der Mengen I fiir alle k; also ist
r =1+ ...+ r, Aus bekannten Eigenschaften der Binomialkoeffizienten folgt
daraus, dass [ [_, 7! ein Teiler von r! ist. Da nach Voraussetzung r! # 0 ist in K,
ist daher auch N; # 0 in K. Somit ist die Abbildung ein Isomorphismus. ]

Bemerkung: Ist ! = 0 in K und V' # 0, so ist auch N; = r! = 0 fiir das Tupel
j = (1,...,1). Die obige Rechnung zeigt also, dass die natiirlich konstruierte li-

neare Abbildung in diesem Fall kein Isomorphismus ist. Tatséchlich gibt es dann

iiberhaupt keinen natiirlichen Isomorphismus Sy (V') = (SiV)Y.

3. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und v ein festes Element von V.
(a) Man zeige, dass
Lt AtT(V,K) — At (V, K), w— ((v1,...,0,—1) — w(v1, ..., 0._1,0))

eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

(b) Es seien ¢,: A™(VY) =5 Alt"(V, K) und o,_1: A" (VY) = Alt" YV, K)
die aus der Vorlesung bekannten natiirlichen Isomorphismen. Man beschreibe
die induzierte Abbildung

= gl o 1o gyt AT(VY) — ATTH(VY),
(c) Man zeige fiir alle € A"(VY) und v € A*(V'") die folgende Gleichung:
LB Ay) = (10 B) Ay + 8 Au0)

Lésung:



()

Betrachte w € Alt"(V, K). Da w in jeder Variablen separat linear ist, gilt
dies auch fir ¢,(w); also ist ¢,(w) multilinear. Sodann betrachte Vektoren
V1, ..., €V, s0 dass v; = v; ist fiir zwei Indizes 1 <7 < j<r—1. Daw
alternierend ist, gilt dann

Lp(w)(v1, ...y v1) = w(vy, ..., v-1,v) = 0.

Somit ist ¢, (w) alternierend. Die Abbildung ¢, ist daher wohldefiniert. Schliess-
lich zeigt die Rechnung

(rw + W) (v, ., 021) = (2w + 2'W)(v1, ..., 0-1,0)
= z-wvy,...,0_1,0) +2 - W(v1,...,0_1,0)
= - dy(w)(v1,. .., v—1) + 2" 1, (W) (V1. ., 0p21)

= (- ip(w) + 2" - 1, (W) (v1, ..., 00—1)
fir alle w,w’ € Alt"(V, K) und z,2’ € K, dass
L(rw + 2'W') = x-iy(w) + 2" 1, (W)

ist und die Abbildung ¢, damit linear ist.

Da der Raum A"(V") von Elementen der Form ¢, A ... A {, erzeugt ist fiir alle
ly,..., 0. € VY, geniigt es, die Abbildung auf solchen Elementen anzugeben.
Nach Definition von ¢, und ¢, gilt fiir alle vq,...,v,_1 € V mit v, :=v

Lo(pr(ly Ao L)) (V1o 0e1) = @r(by A oo A L) (U1, U, 0y)
= > sgn(0) b (var) - Lo (Va).

o€Sy

Fiir jedes 1 < i < 7 sei g; € S, die Permutation mit

J falls j <1
oi(j)=<r falls j =1
j—1 fallsj >

Dann konnen wir jede Permutation o € .S, auf eindeutige Weise schreiben in
der Form o = 70, fiir ein ¢ und ein 7 € S, mit 7r = r. Dieses 7 konnen wir
dann einfach als Element von S,_; ansehen. Ausserdem hat o; genau r — i
Fehlstéinde und daher Signum sgn(o;) = (—1)"~*. Also ist der obige Ausdruck
gleich

Z 2 sgn(707) - 1 (Vrg1) - Ly (Vrgyr) =

=1 TESr_l



T

= 2D D sen(r) - (vren) - lilvr) - (V)

1=1 TEST_1
= Z(—l)r_i Li(v,) - Z sgn(7) - £1(vr1) - '&-1(1)7(1'—1)) i1 (vrg) - 'gr(vr(r—l))
1=1 TGSr_l

Dies ist gleich ¢,—i(a)(vy,...,v,—1) fir das Element

o = Z(—l)r_i li(v) bAoAl Al Ao~ e ATTHVY),
i=1
Wegen v, = v ist damit gezeigt:

T

vl n. o nL) = Z(—l)r_i-ﬁi(v) SNV NUVNY P RUNY ST NSNS 4%

i=1

(c) Da beide Seiten der Gleichung bilinear in (3, 7) sind, geniigt es, die Gleichung
fiir Erzeugende zu beweisen. Betrachte also Elemente § = (4 A... AL, € ATVV
und v =411 A ... Al s € A°VV . Nach(b) gilt dann:

R A7) I NS M RVNY S R NYNY N

r+s
L;(ﬁ AN ’7) = Z(-l)rJrSii . £Z<U) : 51 VANIRSRRVAN gi,1 AN €i+1 N Lo AN ngrS
i=1

S
r+s (r+7)
+ Z 9) g j(U) BALrgr A Al Al A A s

7j=1

= (=1 (B) Ay + B A7)
4. Fiir alle u, v, v,v",w € R? zeige die folgenden Identititen:

(a
(b
(

) ux (vxw)={uwy v—_{u,vy - w (Grassmann-Identitit)

) u
(¢) (uxv)x(uxv)=det(u,v,0) v — det(u,v,u) - v

)

)

x (vxw)+vx(wxu)+wx (uxv)=0 (Jacobi-Identitit)

/

d) {uxv,u x vy ={u,uy (v,0")— (v, u’y - {u,v")

(e) Seien u und v linear unabhingig und ¥ € [0, 7] der durch die Gleichung
{u,v) = |u|-|v]-cos? bestimmte Winkel. Dann gilt |uxv| = |u|-||v]-|sind|.

Léosung: Zur Erinnerung: Die definierende Eigenschaft des Vektorprodukts lautet
(*) (uxv,wy = det(u,v,w) = {u,v x w)

fiir alle u, v, w € R3.



(a) Dies zeigt man am einfachsten durch direktes Ausrechnen in der Standard-
basis.

(b) Mit (a) folgt
ux (vxw)+ovx(wxu)+wx (uxv)
=  (u,w)y -v—_u,v) w
+ (v, uy - w — v, wy - u
+ (w,v) - u —{w,uy - v
= 0.

(c) Mit (a) und (x) folgt

(uxv)x (uxv) = uxv,v)y v —{uxvu) v

= det(u,v,v') - v — det(u,v,u’) - v

(d) Es gilt

(u x v, u’ xv') ® det(u,v,u’ x v')
® {uyv x (u' x v'))
(i) <U, <Ua Ul> : Ul - <U, Ul> . UI>
= (u,u’y - (v, 0"y — (u, vy - (v, u).
(e) Nach (d) im Fall (u,v) = (u/,0") gilt
lu xv|* = (uxv,uxuv)
= (u,uy-{v,vy — {u,v)y - {v,uy
2
= Jul®-o* = (ful - o] - cos 9)

= Jul® - o[* - (1 = cos® )

= Jul® - fo]* - sin®v.

Durch Ziehen der Quadratwurzel folgt (e).



