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Musterlösung Serie 27

Tensoralgebra und Vektorprodukt

1. Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n.

(a) Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung e : V _ b V Ñ K gibt mit der
Eigenschaft ep`b vq “ `pvq für alle ` P V _ und v P V .

(b) Betrachte den natürlichen Isomorphismus N : V _ b V
„
ÝÑ HompV, V q aus

der Vorlesung. Zeige, dass für jede lineare Abbildung f P HompV, V q gilt:

epN´1
pfqq “ Spurpfq

(c) Folgere, dass die zusammengesetzte Abbildung

K
x ÞÑx¨idV // HompV, V q N´1

// V _ b V
e // K

die Multiplikation mit n ist.

(d) Wo genau geht das schief, wenn V unendliche Dimension hat?

Lösung :

(a) Die Auswertungsabbildung

V _ ˆ V Ñ K, p`, vq ÞÑ `pvq

ist bilinear, da für alle `, `1 P V _ und v, v1 P V sowie x, x1 P K gilt:

px`` x1`1qpvq “ px`qpvq ` px1`1qpvq “ x ¨ `pvq ` x1 ¨ `1pvq,

`pxv ` x1v1q “ `pxvq ` `px1v1q “ x ¨ `pvq ` x1 ¨ `pv1q.

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes induziert diese bili-
neare Abbidlung eine eindeutige lineare Abbildung e : V _ b V Ñ K mit der
gewünschten Eigenschaft.

(b) Wir wählen eine geordnete Basis B “ pb1, . . . , bnq von V und bezeichnen
mit p`1, . . . , `nq die zugehörige Dualbasis von V _. Für alle 1 ď i, j ď n gilt
dann `jpbiq “ δij. Nach der Vorlesung ist nun t`j b biu1ďi,jďn eine Basis des
Tensorprodukts V _ b V , und der Isomorphismus N ist bestimmt durch die
Gleichung

Np`j b biqpvq “ `jpvq ¨ bi
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für alle i, j. Sei nun f P HompK,Kq mit Darstellungsmatrix Brf sB “ paijqi,j
und betrachte den Tensor

t :“
n
ÿ

i,j“1

aij ¨ `j b bi P V _ b V.

Für alle 1 ď k ď n gilt dann

Nptqpbkq “

˜

n
ÿ

i,j“1

aij ¨ `j b bi

¸

pbkq “
n
ÿ

i,j“1

aij ¨ `jpbkq ¨ bi “
n
ÿ

i“1

aik ¨ bi “ fpbkq.

Somit ist Nptq “ f . Andererseits ist

eptq “
n
ÿ

i,j“1

aij ¨ ep`j b biq “
n
ÿ

i,j“1

aij ¨ `jpbiq “
n
ÿ

i“1

aii “ Spurpfq

nach der Definition von Spurpfq. Insgesamt folgt somit die Behauptung.

(c) Seien bi und `i wie in (b). Für jedes x P K hat dann f :“ x ¨ idV die Darstel-
lungsmatrix x ¨ In mit der Einheitsmatrix In der Grösse n ˆ n. Deren Spur,
das heisst, die Summe ihrer Diagonaleinträge, ist gleich

řn
i“1 x “ nx. Also

ist
epN´1

px ¨ idV qq “ Spurpx ¨ idV q “ nx.

(d) Für V unendlich-dimensional ist N injektiv, aber nicht bijektiv; insbesondere
ist die identische Abbildung idV nicht im Bild. Auch ist die Spur eines En-
domorphismus von V dann nicht definiert. Somit ergeben beide Seiten der
Gleichung in (b) im Allgemeinen keinen Sinn.

Das Bild von N besteht aber genau aus den Endomorphismen von endlichem
Rang. Für diese lässt sich durch die Formel in (b) also doch eine natürliche
Spur definieren.

*2. Sei r eine natürliche Zahl mit r! ‰ 0 in K. Konstruiere für jeden endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraum V einen natürlichen Isomorphismus

SrKpV
_
q – pSrKV q

_.

Lösungsskizze: Betrachte die multilineare Abbildung

ϕ : pV _qr ˆ V r
ÝÑ K,

p`1, . . . , `r; v1, . . . , vrq ÞÝÑ
ÿ

σPSr

`1pvσ1q ¨ ¨ ¨ `rpvσrq.

Man zeigt direkt, dass für jedes τ P Sr gilt:

ϕp`1, . . . , `r; v1, . . . , vrq “ ϕp`τ1, . . . , `τr; v1, . . . , vrq

“ ϕp`1, . . . , `r; vτ1, . . . , vτrq.
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Durch Anwenden der universellen Eigenschaften von pSrpV _q, κq und pSrV, κ1q
erhält man eine eindeutige Abbildung

Φ: SrpV _q ˆ SrV Ñ K

mit Φ ˝ pκ, κ1q “ ϕ. Weiter prüft man direkt, dass Φ bilinear ist. Wegen der
Adjunktionsformel für das Tensorprodukt existiert dann eine eindeutige lineare
Abbildung

ψ : SrpV _q Ñ HomKpS
rV,Kq “ pSrV q_

mit ψp`qpvq “ Φp`, vq für alle v P SrV und ` P SrpV _q.

Um zu prüfen, ob ψ ein Isomorphismus ist, betrachten wir eine geordnete Basis
pb1, . . . , bnq von V und die zugehörige Dualbasis pb_1 , . . . , b

_
n q von V _. Für alle i, j

gilt dann b_i pbjq “ δij. Ausserdem ist

Br :“
 

bi1 ¨ ¨ ¨ bir
ˇ

ˇ 1 ď i1 ď . . . ď ir ď n
(

eine Basis von SrV und

B_r :“
 

b_i1 ¨ ¨ ¨ b
_
ir

ˇ

ˇ 1 ď i1 ď . . . ď ir ď n
(

eine Basis von SrpV _q.

Für alle 1 ď i1 ď . . . ď ir ď n und 1 ď j1 ď . . . ď jr ď n berechnen wir

p˚q

ψpb_i1 ¨ ¨ ¨ b
_
irqp bj1 ¨ ¨ ¨ bjrq “ Φpb_i1 ¨ ¨ ¨ b

_
ir , bj1 ¨ ¨ ¨ bjrq

“ Φpκpb_i1 , . . . , b
_
irq, κ

1pbj1 , . . . , bjrqq

“ ϕpb_i1 , . . . , b
_
ir ; bj1 , . . . , bjrq

“
ř

σPSr
b_i1pbjσ1q ¨ ¨ ¨ b

_
irpbjσrq

“
ř

σPSr
δi1jσ1 ¨ ¨ ¨ δirjσr .

Da das Tupel j :“ pj1, . . . , jrq in monoton wachsender Reihenfolge angeordnet
ist, ist das Tupel jσ :“ pjσ1, . . . , jσrq genau dann wieder in monoton wachsender
Reihenfolge angeordnet, wenn es gleich j ist. Da auch das Tupel i :“ pi1, . . . , irq in
monoton wachsender Reihenfolge angeordnet ist, ist es also genau dann gleich jσ,
wenn i “ j “ jσ ist. Somit ist

ψpb_i1 ¨ ¨ ¨ b
_
irqp bj1 ¨ ¨ ¨ bjrq “

"

Nj für i “ j,

0 für i ‰ j.

wobei Nj die Anzahl aller Permutation σ P Sr mit j “ jσ ist.

Sei nun B̃r die zu Br duale Basis von pSrV q_. Diese besteht aus Linearformen
`i für alle monoton wachsende Tupel i wie oben und ist charakterisiert durch die
Gleichung

`ipbj1 ¨ ¨ ¨ bjrq “ δi1j1 ¨ ¨ ¨ δirjr

für alle monoton wachsende Tupel j. Die Rechnung p˚q bedeutet dann

ψpb_i1 ¨ ¨ ¨ b
_
irqpbj1 ¨ ¨ ¨ bjrq “ Ni ¨ `ipbj1 ¨ ¨ ¨ bjrq.
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Da hier die bj1 ¨ ¨ ¨ bjr durch eine Basis von SrV laufen, bedeutet dies

ψpb_i1 ¨ ¨ ¨ b
_
irq “ Ni ¨ `i

für alle i. Wenn die Faktoren Ni nicht da wären, würde also die Basis B_r bijektiv

auf die Basis B̃r abgebildet. Da die Faktoren da sind, sehen wir, dass die Abbildung
genau dann ein Isomorphismus ist, wenn diese Faktoren alle ungleich Null sind.

Wir müssen also die Zahlen Nj bestimmen. Dafür betrachten wir für jedes 1 ď
k ď n die Menge

Ik :“
 

1 ď ν ď r
ˇ

ˇ jν “ k
(

.

Dann gilt j “ jσ genau dann, wenn σ für jedes k die Menge Ik nur in sich permu-
tiert, wobei diese aber beliebig in sich permutiert werden darf. Mit rk :“ |Ik| ist
die Anzahl der Permutationen von Ik aber gleich rk!. Zusammengenommen ist die
Anzahl der σ P Sr mit j “ jσ daher

Nj “
śn

k“1 rk!.

Nun ist t1, . . . , ru die disjunkte Vereinigung der Mengen Ik für alle k; also ist
r “ r1 ` . . . ` rn. Aus bekannten Eigenschaften der Binomialkoeffizienten folgt
daraus, dass

śn
k“1 rk! ein Teiler von r! ist. Da nach Voraussetzung r! ‰ 0 ist in K,

ist daher auch Nj ‰ 0 in K. Somit ist die Abbildung ein Isomorphismus.

Bemerkung: Ist r! “ 0 in K und V ‰ 0, so ist auch Nj “ r! “ 0 für das Tupel
j “ p1, . . . , 1q. Die obige Rechnung zeigt also, dass die natürlich konstruierte li-
neare Abbildung in diesem Fall kein Isomorphismus ist. Tatsächlich gibt es dann
überhaupt keinen natürlichen Isomorphismus SrKpV

_q – pSrKV q
_.

3. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und v ein festes Element von V .

(a) Man zeige, dass

ιv : AltrpV,Kq Ñ Altr´1pV,Kq, ω ÞÑ ppv1, . . . , vr´1q ÞÑ ωpv1, . . . , vr´1, vqq

eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

(b) Es seien ϕr : ΛrpV _q
„
ÝÑ AltrpV,Kq und ϕr´1 : Λr´1pV _q

„
ÝÑ Altr´1pV,Kq

die aus der Vorlesung bekannten natürlichen Isomorphismen. Man beschreibe
die induzierte Abbildung

ι1v :“ ϕ´1r´1 ˝ ιv ˝ ϕr : Λr
pV _q ÝÑ Λr´1

pV _q.

(c) Man zeige für alle β P ΛrpV _q und γ P ΛspV _q die folgende Gleichung:

ι1vpβ ^ γq “ p´1qsι1vpβq ^ γ ` β ^ ι
1
vpγq

Lösung :
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(a) Betrachte ω P AltrpV,Kq. Da ω in jeder Variablen separat linear ist, gilt
dies auch für ιvpωq; also ist ιvpωq multilinear. Sodann betrachte Vektoren
v1, . . . , vr´1 P V , so dass vi “ vj ist für zwei Indizes 1 ď i ă j ď r ´ 1. Da ω
alternierend ist, gilt dann

ιvpωqpv1, . . . , vr´1q “ ωpv1, . . . , vr´1, vq “ 0.

Somit ist ιvpωq alternierend. Die Abbildung ιv ist daher wohldefiniert. Schliess-
lich zeigt die Rechnung

ιvpxω ` x
1ω1qpv1, . . . , vr´1q “ pxω ` x1ω1qpv1, . . . , vr´1, vq

“ x ¨ ωpv1, . . . , vr´1, vq ` x
1 ¨ ω1pv1, . . . , vr´1, vq

“ x ¨ ivpωqpv1, . . . , vr´1q ` x
1 ¨ ιvpω

1qpv1, . . . , vr´1q

“ px ¨ ivpωq ` x
1 ¨ ιvpω

1qqpv1, . . . , vr´1q

für alle ω, ω1 P AltrpV,Kq und x, x1 P K, dass

ιvpxω ` x
1ω1q “ x ¨ ivpωq ` x

1
¨ ιvpω

1
q

ist und die Abbildung ιv damit linear ist.

(b) Da der Raum ΛrpV _q von Elementen der Form `1^ . . .^`r erzeugt ist für alle
`1, . . . , `r P V

_, genügt es, die Abbildung auf solchen Elementen anzugeben.
Nach Definition von ϕr und ιv gilt für alle v1, . . . , vr´1 P V mit vr :“ v

ιvpϕrp`1 ^ . . .^ `rqqpv1, . . . , vr´1q “ ϕrp`1 ^ . . .^ `rqpv1, . . . , vr´1, vrq

“
ÿ

σPSr

sgnpσq ¨ `1pvσ1q ¨ ¨ ¨ `rpvσrq.

Für jedes 1 ď i ď r sei σi P Sr die Permutation mit

σipjq “

$

’

&

’

%

j falls j ă i

r falls j “ i

j ´ 1 falls j ą i

Dann können wir jede Permutation σ P Sr auf eindeutige Weise schreiben in
der Form σ “ τσi für ein i und ein τ P Sr mit τr “ r. Dieses τ können wir
dann einfach als Element von Sr´1 ansehen. Ausserdem hat σi genau r ´ i
Fehlstände und daher Signum sgnpσiq “ p´1qr´i. Also ist der obige Ausdruck
gleich

r
ÿ

i“1

ÿ

τPSr´1

sgnpτσiq ¨ `1pvτσi1q ¨ ¨ ¨ `rpvτσirq “
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“

r
ÿ

i“1

p´1qr´i ¨
ÿ

τPSr´1

sgnpτq ¨ `1pvτσi1q ¨ ¨ ¨ `ipvrq ¨ ¨ ¨ `rpvτσirq

“

r
ÿ

i“1

p´1qr´i ¨ `ipvrq ¨
ÿ

τPSr´1

sgnpτq ¨ `1pvτ1q ¨ ¨ ¨ `i´1pvτpi´1qq ¨ `i`1pvτiq ¨ ¨ ¨ `rpvτpr´1qq

Dies ist gleich ϕr´1pαqpv1, . . . , vr´1q für das Element

α :“
r
ÿ

i“1

p´1qr´i ¨ `ipvrq ¨ `1 ^ . . .^ `i´1 ^ `i`1 ^ . . .^ `r P Λr´1
pV _q.

Wegen vr “ v ist damit gezeigt:

ι1vp`1 ^ . . .^ `rq “
r
ÿ

i“1

p´1qr´i ¨ `ipvq ¨ `1 ^ . . .^ `i´1 ^ `i`1 ^ . . .^ `r.

(c) Da beide Seiten der Gleichung bilinear in pβ, γq sind, genügt es, die Gleichung
für Erzeugende zu beweisen. Betrachte also Elemente β “ `1^. . .^`r P ΛrV _

und γ “ `r`1 ^ . . .^ `r`s P ΛsV _.Nachpbq gilt dann:

ι1vpβ ^ γq “
r`s
ÿ

i“1

p´1qr`s´i ¨ `ipvq ¨ `1 ^ . . .^ `i´1 ^ `i`1 ^ . . .^ `r`s

“

r
ÿ

i“1

p´1qr`s´i ¨ `ipvq ¨ `1 ^ . . .^ `i´1 ^ `i`1 ^ . . .^ `r ^ γ

`

s
ÿ

j“1

p´1qr`s´pr`jq ¨ `r`jpvq ¨ β ^ `r`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ `r`j´1 ^ `r`j`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ `r`s

“ p´1qs ¨ ι1vpβq ^ γ ` β ^ ι
1
vpγq.

4. Für alle u, u1, v, v1, w P R3 zeige die folgenden Identitäten:

(a) uˆ pv ˆ wq “ xu,wy ¨ v ´ xu, vy ¨ w (Grassmann-Identität)

(b) uˆ pv ˆ wq ` v ˆ pw ˆ uq ` w ˆ puˆ vq “ 0 (Jacobi-Identität)

(c) puˆ vq ˆ pu1 ˆ v1q “ detpu, v, v1q ¨ u1 ´ detpu, v, u1q ¨ v1

(d) xuˆ v, u1 ˆ v1y “ xu, u1y ¨ xv, v1y ´ xv, u1y ¨ xu, v1y

(e) Seien u und v linear unabhängig und ϑ P r0, πs der durch die Gleichung
xu, vy “ }u}¨}v}¨cosϑ bestimmte Winkel. Dann gilt }uˆv} “ }u}¨}v}¨| sinϑ|.

Lösung : Zur Erinnerung: Die definierende Eigenschaft des Vektorprodukts lautet

p˚q xuˆ v, wy “ detpu, v, wq “ xu, v ˆ wy

für alle u, v, w P R3.
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(a) Dies zeigt man am einfachsten durch direktes Ausrechnen in der Standard-
basis.

(b) Mit (a) folgt

uˆ pv ˆ wq ` v ˆ pw ˆ uq ` w ˆ puˆ vq

“ xu,wy ¨ v ´ xu, vy ¨ w

` xv, uy ¨ w ´ xv, wy ¨ u

` xw, vy ¨ u´ xw, uy ¨ v

“ 0 .

(c) Mit (a) und p˚q folgt

puˆ vq ˆ pu1 ˆ v1q “ xuˆ v, v1y ¨ u1 ´ xuˆ v, u1y ¨ v1

“ detpu, v, v1q ¨ u1 ´ detpu, v, u1q ¨ v1.

(d) Es gilt

xuˆ v, u1 ˆ v1y
p˚q
“ detpu, v, u1 ˆ v1q

p˚q
“ xu, v ˆ pu1 ˆ v1qy

(a)
“

@

u, xv, v1y ¨ u1 ´ xv, u1y ¨ v1
D

“ xu, u1y ¨ xv, v1y ´ xu, v1y ¨ xv, u1y.

(e) Nach (d) im Fall pu, vq “ pu1, v1q gilt

}uˆ v}2 “ xuˆ v, uˆ vy

“ xu, uy ¨ xv, vy ´ xu, vy ¨ xv, uy

“ }u}2 ¨ }v}2 ´
`

}u} ¨ }v} ¨ cosϑ
˘2

“ }u}2 ¨ }v}2 ¨ p1´ cos2 ϑq

“ }u}2 ¨ }v}2 ¨ sin2 ϑ.

Durch Ziehen der Quadratwurzel folgt (e).
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