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Spektralsatz mit Anwendungen, unitäre Vektorräume

1. Betrachte die reelle symmetrische Matrix

B :“

¨

˚

˚

˝

5 3 1 2
3 4 1 0
1 1 2 9
2 0 9 2

˛

‹

‹

‚

.

Finde ohne Berechnung der Eigenwerte ein S P GLnpRq, so dass STBS diagonal
ist.

*2. Seien A und B zwei reelle symmetrische nˆ n-Matrizen mit A positiv definit.

(a) Zeige, dass eine Matrix S P GLnpRq existiert, so dass STAS und STBS beide
Diagonalmatrizen sind.

(b) Gilt dasselbe ohne die Positiv-Definitheit von A? Untersuche zum Beispiel
die Matrizen

`

1 0
0 ´1

˘

und
`

0 1
1 0

˘

.

3. Seien A und B symmetrische reelle n ˆ n-Matrizen mit A positiv definit. Zeige,
dass ein c0 P R existiert, so dass cA`B positiv definit ist für alle c ą c0.

4. Welche der folgenden drei reellen symmetrischen Matrizen sind positiv definit?

A :“

¨

˚

˚

˝

3 3 2 3
3 1 1 2
2 1 2 1
3 2 1 3

˛

‹

‹

‚

, B :“

¨

˝

6 3 4
3 7 3
4 3 8

˛

‚, C :“

¨

˚

˚

˝

3 0 ´1 0
0 6 1 1
´1 1 8 2
0 1 2 5

˛

‹

‹

‚

.

Hinweis: Verwende das Hauptminorenkriterium.

5. Sei A die positiv-definite reelle symmetrische Matrix

A :“

¨

˝

53 ´4 ´26
´4 29 22
´26 22 44

˛

‚ .

Finde eine positiv-definite reelle symmetrische Matrix B mit B2 “ A.

1



6. (a) Bestimme eine Singulärwertzerlegung A “ QDR der reellen Matrix

A :“

¨

˝

1 ´1
0 1
1 0

˛

‚.

(b) Gib eine Singulärwertzerlegung von AT an.

7. Zeige, dass das charakteristische Polynom jeder hermiteschen Matrix reelle Koef-
fizienten hat.

8. Sei pV, x¨, ¨yq ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum. Zeige, dass zu jeder
Sesquilinearform f : V ˆ V Ñ C eine eindeutige lineare Abbildung Tf : V Ñ V
existiert mit

@x, y P V : fpx, yq “ xTfx, yy .
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