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1. Beweise die folgende Propositionen aus der Vorlesung mit allen Details:

(a) Für alleK-Vektorräume V1, . . . , Vr undW ist MultKpV1, . . . , Vr;W q ein Unter-
raum des Raums aller Abbildungen V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vr Ñ W .

(b) Betrachte lineare Abbildungen vonK-Vektorräumen fi : V
1
i Ñ Vi für 1 ď i ď r

sowie g : W Ñ W 1. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

MultKpV1, . . . , Vr;W q Ñ MultKpV
1
1 , . . . , V

1
r ;W

1
q,

ϕ ÞÑ g ˝ ϕ ˝ pf1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ frq.

*2. Sei V ein Vektorraum der Dimension n ă 8, und sei f ein Endomorphismus
von V mit dem charakteristischen Polynom charf pXq “

řn
i“0 aiX

i. Für alle r ě 0
betrachte die induzierte Abbildung

Altrpfq : AltrKpV,Kq Ñ AltrKpV,Kq, ϕ ÞÑ ϕ ˝ pf ˆ . . .ˆ fq.

Zeige: Für alle r “ 0, . . . , n gilt

an´r “ p´1q
r SpurAltrpfq.

3. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung. Zeige die folgenden universellen Eigen-
schaften:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn für alle Vektorräume W die Abbildung

HomKpW,V q Ñ HomKpW,V
1
q, g ÞÑ f ˝ g

injektiv ist.

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn für alle Vektorräume W die Abbildung

HomKpV
1,W q Ñ HomKpV,W q, g ÞÑ g ˝ f

injektiv ist.

(c) Kernpfq ist der einzige Unterraum U Ă V mit der Eigenschaft:

Für alle Vektorräume W und alle linearen Abbildungen g : W Ñ V gilt:

f ˝ g “ 0 ðñ Bildpgq Ă U .
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4. Gegeben sei eine Menge I. Für ein Paar pU, ιq bestehend aus einem K-Vektorraum
U und einer Abbildung ι : I Ñ U betrachte die folgende universelle Eigenschaft :

Für jeden K-Vektorraum V und für jede Abbildung ϕ : I Ñ V gibt es genau eine
lineare Abbildung ϕ : U Ñ V , so dass das folgende Diagramm kommutiert:

I

ι
��

ϕ

��
U

ϕ
// V .

(a) Zeige, dass für je zwei Paare pU, ιq und pU 1, ι1q mit dieser universellen Eigen-
schaft ein eindeutiger Isomorphismus ψ : U

„
Ñ U 1 mit ψ ˝ ι “ ι1 existiert.

(b) Zeige, dass die universelle Eigenschaft gilt für den K-Vektorraum

KpIq :“
 

pxiqiPI P K
I
ˇ

ˇ xi “ 0 für fast alle i
(

mit der Abbildung
ιI : I Ñ KpIq, i ÞÑ pδijqjPI .

5. Zeige die Existenz des Tensorprodukts V1 b V2 durch die folgende Konstruktion:
Für jedes Paar pv1, v2q P V1 ˆ V2 bezeichne mit rv1, v2s die Funktion V1 ˆ V2 Ñ K
mit dem Wert 1 an der Stelle pv1, v2q und allen anderen Werten gleich 0. Diese
Funktionen bilden eine Basis des K-Vektorraums F :“ KpV1ˆV2q. Sei R der von
allen Elementen der Form

rv1 ` v
1
1, v2s ´ rv1, v2s ´ rv

1
1, v2s, rλv1, v2s ´ λ ¨ rv1, v2s,

rv1, v2 ` v
1
2s ´ rv1, v2s ´ rv1, v

1
2s, rv1, λv2s ´ λ ¨ rv1, v2s,

für alle v1, v
1
1 P V1 und v2, v

1
2 P V2 und λ P K erzeugte Unterraum. Betrachte die

Abbildung
κ : V1 ˆ V2 Ñ F {R, pv1, v2q ÞÑ rv1, v2s `R.

Zeige, dass das Paar pF {R, κq die universelle Eigenschaft für das Tensorprodukt
V1 b V2 erfüllt.

6. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R2 b R3.

´

ˆ

1
2

˙

b

¨

˝

3
´1
2

˛

‚`

ˆ

3
2

˙

b

¨

˝

1
0
1

˛

‚` 2

ˆ

1
1

˙

b

¨

˝

2
´1
1

˛

‚´

ˆ

1
0

˙

b

¨

˝

5
0
1

˛

‚

*7. Folgere direkt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass V1 b V2
von den reinen Tensoren v1 b v2 für alle v1 P V1 und v2 P V2 erzeugt wird.

2


