D-MATH Lineare Algebra II FS 2022

Prof. Richard Pink .
Serie 24

MULTILINEARE ABBILDUNGEN, TENSORPRODUKT

1. Beweise die folgende Propositionen aus der Vorlesung mit allen Details:

(a) Firalle K-Vektorraume V, ..., V, und W ist Multg (V3 ..., V,; W) ein Unter-
raum des Raums aller Abbildungen Vi x - x V,, — W.

(b) Betrachte lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen f;: V/ — Vi fir1 <i<r
sowie g: W — W', Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

Multg(Vi, ..., Vi W) — Multg(V/, ..., Vi W),

) I

o — gowo(fix-xf)

*2. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n < o0, und sei f ein Endomorphismus
von V' mit dem charakteristischen Polynom chary(X) = 3" ja; X". Fiir alle r > 0
betrachte die induzierte Abbildung

A" (f): At (V,K) - At (V,K), o — o (f x...x f).
Zeige: Fiir alle r = 0,...,n gilt
ap—r = (—1)" Spur Alt"(f).

3. Sei f:V — V' eine lineare Abbildung. Zeige die folgenden universellen Eigen-
schaften:
(a) f ist injektiv genau dann, wenn fiir alle Vektorraume W die Abbildung
Homg (W, V) — Homg (W, V'), g fog
injektiv ist.
(b) f ist surjektiv genau dann, wenn fiir alle Vektorrdume W die Abbildung
HOHIK(V/, W) - HOHlK(‘/, W)7 g—go f
injektiv ist.
(c) Kern(f) ist der einzige Unterraum U < V mit der Eigenschaft:

Fiir alle Vektorraume W und alle linearen Abbildungen g : W — V gilt:

fog=0 <= Bild(g)cU.
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Gegeben sei eine Menge 1. Fiir ein Paar (U, ¢) bestehend aus einem K-Vektorraum
U und einer Abbildung ¢: I — U betrachte die folgende universelle Figenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum V und fiir jede Abbildung ¢: I — V gibt es genau eine
lineare Abbildung @: U — V| so dass das folgende Diagramm kommutiert:

7]

(a) Zeige, dass fiir je zwei Paare (U, ) und (U’, ) mit dieser universellen Eigen-
schaft ein eindeutiger Isomorphismus ¢: U — U’ mit ¢ o1 = /' existiert.

(b) Zeige, dass die universelle Eigenschaft gilt fiir den K-Vektorraum
KU .= {(xi)iel e K! ‘ x; = 0 fir fast alle ¢ }

mit der Abbildung
v I — K(I), i — (0ij)jer -

. Zeige die Existenz des Tensorprodukts V; ® V5 durch die folgende Konstruktion:

Fiir jedes Paar (vy,v9) € Vi x V3 bezeichne mit [vq, vo] die Funktion Vj x V5 — K
mit dem Wert 1 an der Stelle (v1,v2) und allen anderen Werten gleich 0. Diese
Funktionen bilden eine Basis des K-Vektorraums F := K(1*V2) Sei R der von

allen Elementen der Form

[Ul + U/17v2] - [Ulan] - ['Ui,UQ], [Avlqu] —A- [U17U2]7

[U17 (% + Ué] - [Ulu UZ:I - [Ulu Ué]? [vla )\U2:| [U17 Ug],

fiir alle vy, v] € V} und vy, v5 € Vo und X\ € K erzeugte Unterraum. Betrachte die
Abbildung
k: Vi xVo— F/R, (v1,v2)— [v1,09] + R.

Zeige, dass das Paar (F/R, k) die universelle Eigenschaft fiir das Tensorprodukt
Vi ® Vs erfiillt.

Vereinfache den folgenden Ausdruck in R? @ R3.
5)
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Folgere direkt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass Vi ® V5
von den reinen Tensoren v; ® vy fiir alle v1 € V4 und vy € V5 erzeugt wird.



