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Serie 25

Tensorprodukt, Körpererweiterungen

1. Betrachte Vektorräume V1 und V2 mit 0 ă n :“ mintdimKpV1q, dimKpV2qu ă 8.
Zeige, dass jeder Tensor in V1 bK V2 eine Summe von n reinen Tensoren ist, aber
im allgemeinen nicht von n´ 1 reinen Tensoren.

2. Zeige: Für alle K-Vektorräume V und W existiert ein natürlicher injektiver Ho-
momorphismus

V _ bW_ ãÑ pV bW q_.

Dieser ist ein Isomorphismus genau dann, wenn V oder W endlich-dimensional ist.

3. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei t ein Element von V bK V . Seien
B “ pb1, . . . , bnq und B1 “ pb11, . . . , b

1
nq geordnete Basen von V und schreibe

t “
n
ÿ

i,j“1

αij ¨ bi b bj “
n
ÿ

i,j“1

α1ij ¨ b
1
i b b

1
j

mit eindeutigen Koeffizienten αij, α
1
ij P K. Beschreibe die Beziehung zwischen den

Matrizen
A :“ pαijq1ďi,jďn und A1 :“ pα1ijq1ďi,jďn

in Termen der Basiswechselmatrix B1ridsB.

*4. Beweise: Für jeden Vektorraum V und für jede Menge tWiuiPI von Vektorräumen
Wi existiert ein natürlicher Isomorphismus

V bK

ˆ

ð

iPI

Wi

˙

–
Ñ

ð

iPI

pV bK Wiq

5. Sei f : V Ñ V 1 eine lineare Abbildung vonK-Vektorräumen, und sei L ein Oberkörper
von K. Zeige:

(a) Die Abbildung fL :“ f b idL : VL Ñ V 1L ist L-linear.

(b) KernpfLq “ Kernpfq bK L.

(c) BildpfLq “ Bildpfq bK L.

(d) RangLpfLq “ RangKpfq.
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6. Sei V ein reeller Vektorraum und sei I ein Endomorphismus mit I2 “ ´ idV .
Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren seiner Komplexifizierung

IC :“ I b idC P EndCpVCq.

*7. Zeige: Zwei reelle nˆn-Matrizen A und A1 sind ähnlich über R genau dann, wenn
sie ähnlich über C sind.

8. Sei
`

V, x , y
˘

ein unitärer Vektorraum. Sei VR :“ V aufgefasst als reeller Vektor-
raum. Zeige:

(a) Der Realteil Re x , y ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf VR.

(b) Für jede Orthonormalbasis B von pV, x , yq ist

 

v, iv
ˇ

ˇ v P B
(

eine Orthonormalbasis von pVR,Re x , yq.

(c) Jeder unitäre Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von VR.
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