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Tensorpotenzen und äussere Potenzen

1. Seien α, β, γ Vektoren in einem K-Vektorraum. Vereinfache die Ausdrücke

(a) pα ´ βq ^ pα ` βq,

(b) pα ´ βq ^ pβ ´ γq ^ pγ ´ αq,

(c) pβ ´ αq ^ pγ ´ αq ` pα ` γq ^ γ ´ β ^ γ.

2. Unter welchen Bedingungen an v1, . . . , vr P V ist

(a) v1 b . . .b vr “ 0 in V br?

(b) v1 ¨ ¨ ¨ vr “ 0 in SrV ?

(c) v1 ^ . . .^ vr “ 0 in ΛrV ?

3. Unter welchen Bedingungen an v1, v2, v3, v4 P V existieren w1, w2 P V mit

(a) v1 b v2 ` v3 b v4 “ w1 b w2 in V b2?

(b) v1 ^ v2 ` v3 ^ v4 “ w1 ^ w2 in Λ2V ?

4. Seien v1, . . . , vk linear unabhängige Vektoren in einem Vektorraum V . Zeige:

@

v1, . . . , vk
D

“
 

x P V
ˇ

ˇ v1 ^ . . .^ vk ^ x “ 0
(

5. Sei f : V Ñ W eine lineare Abbildung von endlichdimensionalenK-Vektorräumen.
Für jedes r ě 0 betrachte die lineare Abbildung Λrf : ΛrV Ñ ΛrW. Zeige:

(a) f ist injektiv genau dann, wenn Λrf ungleich Null ist für r “ dimpV q.

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn Λrf ungleich Null ist für r “ dimpW q.

*6. Ein Element α P ΛkV heisst rein, falls Vektoren w1, . . . , wk P V existieren mit
α “ w1 ^ . . .^ wk. Zeige:

(a) Für jedes α P Λ2V existiert eine Basis tbiuiPI von V und ein k ě 0 mit
t1, . . . , 2ku Ă I und α “ b1 ^ b2 ` . . .` b2k´1 ^ b2k.

(b) Ist 2 ‰ 0 in K, so ist α P Λ2V genau dann rein, wenn α ^ α “ 0 ist in Λ4V .
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