
D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Serie 27

Tensoralgebra und Vektorprodukt

1. Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n.

(a) Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung e : V _ b V Ñ K gibt mit der
Eigenschaft ep`b vq “ `pvq für alle ` P V _ und v P V .

(b) Betrachte den natürlichen Isomorphismus N : V _ b V
„
ÝÑ HompV, V q aus

der Vorlesung. Zeige, dass für jede lineare Abbildung f P HompV, V q gilt:

epN´1
pfqq “ Spurpfq

(c) Folgere, dass die zusammengesetzte Abbildung

K
x ÞÑx¨idV // HompV, V q N´1

// V _ b V e // K

die Multiplikation mit n ist.

(d) Wo genau geht das schief, wenn V unendliche Dimension hat?

*2. Sei r eine natürliche Zahl mit r! ‰ 0 in K. Konstruiere für jeden endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraum V einen natürlichen Isomorphismus

Sr
KpV

_
q – pSr

KV q
_.

3. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und v ein festes Element von V .

(a) Man zeige, dass

ιv : AltrpV,Kq Ñ Altr´1pV,Kq, ω ÞÑ ppv1, . . . , vr´1q ÞÑ ωpv1, . . . , vr´1, vqq

eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

(b) Es seien ϕr : ΛrpV _q
„
ÝÑ AltrpV,Kq und ϕr´1 : Λr´1pV _q

„
ÝÑ Altr´1pV,Kq

die aus der Vorlesung bekannten natürlichen Isomorphismen. Man beschreibe
die induzierte Abbildung

ι1v :“ ϕ´1r´1 ˝ ιv ˝ ϕr : Λr
pV _q ÝÑ Λr´1

pV _q.

(c) Man zeige für alle β P ΛrpV _q und γ P ΛspV _q die folgende Gleichung:

ι1vpβ ^ γq “ p´1qsι1vpβq ^ γ ` β ^ ι
1
vpγq
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4. Für alle u, u1, v, v1, w P R3 zeige die folgenden Identitäten:

(a) uˆ pv ˆ wq “ xu,wy ¨ v ´ xu, vy ¨ w (Grassmann-Identität)

(b) uˆ pv ˆ wq ` v ˆ pw ˆ uq ` w ˆ puˆ vq “ 0 (Jacobi-Identität)

(c) puˆ vq ˆ pu1 ˆ v1q “ detpu, v, v1q ¨ u1 ´ detpu, v, u1q ¨ v1

(d) xuˆ v, u1 ˆ v1y “ xu, u1y ¨ xv, v1y ´ xv, u1y ¨ xu, v1y

(e) Seien u und v linear unabhängig und ϑ P r0, πs der durch die Gleichung
xu, vy “ }u}¨}v}¨cosϑ bestimmte Winkel. Dann gilt }uˆv} “ }u}¨}v}¨| sinϑ|.
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