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TENSORALGEBRA UND VEKTORPRODUKT

1. Sei V ein K-Vektorraum von endlicher Dimension n.

(a) Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung e : VY ® V' — K gibt mit der
Eigenschaft e({ ® v) = {(v) fir alle (e VY und v e V.

(b) Betrachte den natiirlichen Isomorphismus N : VvV ® V. — Hom(V,V) aus
der Vorlesung. Zeige, dass fiir jede lineare Abbildung f € Hom(V, V) gilt:

e(N7H(f)) = Spur({)

(c) Folgere, dass die zusammengesetzte Abbildung

K r—z-idy HOHI(‘/, V) E) 1% ® \% _° K

die Multiplikation mit n ist.

(d) Wo genau geht das schief, wenn V' unendliche Dimension hat?

*2. Sei r eine natiirliche Zahl mit r! # 0 in K. Konstruiere fiir jeden endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraum V' einen natiirlichen Isomorphismus

S (VY) = (SEV)".
3. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und v ein festes Element von V.
(a) Man zeige, dass
Lt ATV, K) — Al (V, K), w ((v1,...,0,-1) = w(v1,...,0._1,0))

eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

(b) Es seien ¢,: A™(VY) = Alt"(V, K) und o, 1: A" H(VY) = Alt"H(V, K)
die aus der Vorlesung bekannten natiirlichen Isomorphismen. Man beschreibe
die induzierte Abbildung

= gl ot o et AT(VY) —> ATT(VY),
(c) Man zeige fiir alle f € A"(VVY) und v € A*(V"Y) die folgende Gleichung:
LB Ay) = (1% (B) Ay + B8 Aw0)
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4. Fiir alle u,u’,v,v",w € R? zeige die folgenden Identitiiten:

a) ux (vxw)={uwy v—_uvy w (Grassmann-Identitit)

(a) u
(b) ux (vxw)4+wvx(wxu)+wx (uxv)=0 (Jacobi-Identitit)
(

/

(c
d) {uxv,u x vy =lu,uy (v,0") — (v, u’y - {u, vy

(e) Seien u und v linear unabhingig und ¢ € [0, 7] der durch die Gleichung
{u,v) = |u|-|v]-cos?d bestimmte Winkel. Dann gilt |uxv| = |u|-|v]-|sind|.

)
)
) (uxv) x (u xv)=det(u,v,v) v —det(u,v,u) v
)
)



