D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink

Musterlosung Single Choice Aufgaben 25

MULTILINEARE ABBILDUNGEN, TENSORPRODUKT

Sie haben 15 Minuten Zeit, um die 5 untenstehenden Aufgaben zu losen. Es ist jeweils
genau eine Antwort richtig.

1.

Seien Vi, Vo, V3, W euklidische Vektorrdume und seien f;: V; — W fiir 1 <i <3
lineare Abbildungen. Welche der folgenden Abbildungen Vi x Vo x V3 — W ist

multilinear?

= fi(vn) + fa(v2) + f3(vs)

(a) V1, V2, U3

(b) = (fi(vr), fa(va)) - fs(vs)

V1, V2,U3

= fi(v1)
— <f1(’l]1), f2(1)2>> . <f1(U1), f3(U3)> CWw, fir ein fixiertes w € W.

Erklarung: Die Abbildung (b) ist multilinear wegen der Bilinearitéit des Skalar-
produkts und der Linearitdt von fi, fo, f3. Hingegen definieren die Formeln in (a)
und (c) lineare Abbildungen Vi BV, B V3 = Vi x Vo x V3 — W, jedoch keine
multilineare Abbildung. Auch die Abbildung (d) ist nicht multilinear, weil sie in
der ersten Variablen nicht linear ist.

(c)

(d> U1, V2,U3

U1, V2, U3

~— ~— ~—  —

(
(v1
(v1
(

. Welche reelle Matrix reprisentiert eine alternierende Bilinearform?

Erkldrung: Alternierend ist dquivalent dazu, dass die Koeffizienten auf der Diago-
nale verschwinden und die iibrigen Koeffizienten nach Spiegelung an der Haupt-
diagonalen mit einem Minuszeichen versehen werden. Dies ist nur bei (d) der Fall.

Fiir jede Linearform ¢: V — K ist die Abbildung

V' = K, (v1,...,0,) — ng(vi)
i=1

(a) | eine symmetrische Multilinearform.

(b) eine alternierende Multilinearform.
(c) eine Multilinearform, die weder symmetrisch noch alternierend ist.
(

d) keine Multilinearform.

Erklirung: H&alt man alle Variablen ausser einer fest, so definiert die Formel eine
lineare Abbildung dieser einen Variablen. Somit ist die Abbildung multilinear.
Wegen der Kommutativitit des Produktes ist sie zudem symmetrisch. Dagegen
ist sie wegen ¢(v,...,v) = ¢(v)" im allgemeinen nicht alternierend.



4. Welche der folgenden Aussagen ist eine korrekte universelle Eigenschaft fiir eine
Basis S eines K-Vektorraumes V7?7

(a) | Fiir jeden K-Vektorraum W besitzt jede Abbildung S — W eine eindeutige
Fortsetzung zu einer linearen Abbildung V' — W.

(b) Fiir jeden K-Vektorraum W faktorisiert jede lineare Abbildung W — V
durch eine eindeutige Abbildung W — S.

(c) Fiir jede Teilmenge T' C V kann jedes Element von S eindeutig als Linear-
kombination von Elementen von 7" ausgedriickt werden.

(d) Fiir jeden K-Vektorraum W existiert genau eine lineare Abbildung V' — W,
so dass das Bild von S linear unabhéngig ist.

Erklirung: Die korrekte universelle Eigenschaft einer Basis ist (a). Alle iibrigen
Aussagen sind falsch: Ein Gegenbeispiel zu (b) ist die identische Abbildung auf
V' = K mit der Basis {1}, eines zu (c) die Teilmenge 7' = {0y}, und (d) ist falsch
fir VA0=W.

5. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Welche Aussage ist im Allgemeinen falsch?

(a) Falls V und W endlichdimensional sind, so ist V ®x W endlichdimensional.

(b)| Falls V ®g W endlichdimensional ist, so sind V' und W endlichdimensional.

(c) Falls V und W nicht der Nullraum sind, so ist V ®x W nicht der Nullraum.
(d) Falls V ®g W nicht der Nullraum ist, so sind V' und W nicht der Nullraum.
Erklirung: Falls V' der Nullraum und W unendlichdimensional ist, so ist V ®x W

der Nullraum, also endlichdimensional. Deshalb ist Aussage (b) falsch. Die iibrigen
Aussagen wurden in der Vorlesung gezeigt.



