D-MATH Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Richard Pink . . .
Musterlosung Wiederholungsserie

1. Zeige durch Kopfrechnen, dass die folgende reelle Matrix invertierbar ist:

2015 2344 1234 1990
2124 4123 1990 3026
1230 2014 9095 1230
1262 1776 1880 3907

Losung: Die Determinante ist definiert durch eine universelle polynomiale Formel
mit Koeffizienten in Z. Da alle Eintrige von A in Z liegen, ist also auch det(A)
in Z. Weiter sind alle Diagonaleintrége von A ungerade, und alle iibrigen Eintrége
gerade. Also ist A modulo 2 kongruent zu der Einheitsmatrix I;. Die universelle
Formel fiir die Determinante impliziert nun, dass det(A) modulo 2 kongruent ist zu
det(ly) = 1. Also ist det(A) eine ungerade ganze Zahl, und deshalb sicher ungleich
Null in R. Somit ist A als reelle Matrix invertierbar.

2. Sei A € O,(R). Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U < R" gibt, so dass
Laly =idy und LA(U+) < Ut ist und La|y. keine Fixpunkte ausser 0 € Ut hat.

Lésung: Die Menge U := {u € R" | Au = u} der Fixpunkte von L4 ist der Kern
der linearen Abbildung L4 —id und daher ein Unterraum. (Falls A den Eigenwert 1
hat, ist dies der zugehorige Eigenraum.) Nach Konstruktion gilt dann Ly|y = idy,
und wegen U n U+ = {0} besitzt Ly keine Fixpunkte ausser 0.

Sodann betrachte einen Vektor w € U+. Da A orthogonal ist, gilt fiir alle u € U
(u, Awy = (Au, Awy = (u,w)y = 0,

wobei ( , ) das Standard-Skalarprodukt auf R” ist. Somit ist Aw € U+, und daher
L(U*Y) < Ut. Also erfiillt U alle verlangten Bedingungen.

Sei nun W ein beliebiger Teilraum mit den Eigenschaften aus der Aufgabe. Die
Bedingung Aly = idy bedeutet dann, dass W aus Fixpunkten besteht, also in U
enthalten ist. Die Bedingung, dass L4|y -+ keine Fixpunkte ausser 0 hat, bedeutet,
dass U n W+ = {0} ist. Nun ist aber W’ := U n W+ das orthogonale Komplement
von W als Unterraum von U. Da U ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum ist, ist dann W wieder das orthogonale Komplement von W' als Unterraum
von U. Wegen W’ = {0} impliziert dies W = U. Daher ist U durch die genannten
Bedingungen eindeutig bestimmt.

3. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und seien vy, ..., v,, und
wi,...,w,, Vektoren in V', sodass fiir alle 7, j gilt:
<Ui7 Uj> = <wi> IU]'>.
Zeige, dass ein Endomorphismus f : V' — V existiert mit f(v;) = w; fiir alle 3.

Lésung: Betrachte zunédchst eine beliebige Teilmenge I < {1,...,m}. Die Vek-
toren v; fiir alle ¢ € I sind linear unabhéingig genau dann, wenn ihre Gramsche



Determinante det (<vl-, Uj>)ij€ ; ungleich Null ist. Nach Voraussetzung ist diese De-
terminante aber gleich det (<wi7wj>)i,je1’

wenn die Vektoren wj fiir alle ¢ € I linear unabhéngig sind.

und somit ungleich Null genau dann,

Unter allen Teilmengen mit den genannten dquivalenten Eigenschaften sei nun [

eine maximale. Nach Umordnen der Vektoren vq,...,v,, und wy,...,w,, diirfen
wir I = {1,...,n} annehmen fiir ein 0 < n < m. Dann ist (vy,...,v,) eine
maximales linear unabhéngiges Teilsystem von (vy,...,v,,) und somit eine Basis
des Unterraums V' := (vy,...,vy). Aus demselben Grund ist (wy,...,w,) eine
maximales linear unabhéngiges Teilsystem von (wy, ..., w,,) und somit eine Basis
des Unterraums V" := (wy, ..., wpy).

Betrachte den eindeutigen Isomorphismus f: V' — V" mit f'(v;) = w; fiir alle
1 < i < n. Behauptung: Fiir diesen gilt auch f/(vy) = wy fiir alle 1 < £ < m.

Betrachte dafiir die Gramsche Matrix M := (gij)1<ij<n = (<vi,vj>) und

- 1<ij<n
bezeichne ihre Inverse mit M " = (¢")1<; j<n. Schreibe v, = > | a;v; mit eindeu-
tigen a; € R. Fiir jedes j = 1,...,n gilt dann

n
(v vj) = Z @i9ij
i=1

also nach Multiplikation mit ¢/ und anschliessendem Aufsummieren auch

n

Z<W7Uj>gjk = Z a;g:59°" = Zai(MM_l)i,kz = Qg
j=1

ij=1 i

fiir alle k = 1,...,n. Es gilt daher

n

vy = kZ: <Z<W, vj>gjk>vk.

j=1
Da gleichzeitig M = (<wi,wj>)1<ij<n ist, zeigt man analog

n

wy = i (2<wg, wj>gjk> Wy, .

Jj=1

Zusammen folgt daraus unter Benutzung von (v, v;) = {we, w;)
k=1 " j=1

(3vea)
- Zn:(zn:<wbwj>9jk>wk = Wy,

J=1

B
—_

Bl
—_

wie behauptet.

Sei schliesslich f: V' — V eine beliebige Fortsetzung von f’. Zum Beispiel wihle
ein Komplement U’ mit V = V'@ U’ und setze f(v' +u') := f/(v) fiir alle v’ € V'
und alle v’ € U’. Jede Fortsetzung hat die gewiinschte Eigenschaft.



4. (Hermitesche Polynome) Sei C[z] der Vektorraum aller komplexen Polynome in
einer Variablen x, und betrachte die Endomorphismen

Clz], u— Du:=u, =%

D: Clz] — o,
P: Clz] - Clz], u~— Pu:= —u, + zu,
L: Clz] - Clz], uw Lu:= —uy, + zu,.

(a) Zeige, dass
(u,v) = JOO u(z)v(z)e ™ dx
—o0

ein Skalarprodukt auf C[x] definiert.
(b) Zeige, dass P zu D adjungiert ist beziiglich (-, ).
(c) Zeige, dass L selbstadjungiert ist beziiglich (-, -).
(d) Zeige: Fiir jeden Eigenvektor u von L ist auch Pu ein Eigenvektor.

(Deshalb heisst P auch Erzeugungs-Operator fiir L.)
(e) Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n ein eindeutiges normiertes Polynom h,,

vom Grad n existiert, welches ein Eigenvektor von L ist. Dieses heisst das
n-te Hermitesche Polynom.

(f) Zeige fiir alle n die Formel

() = <—1>“e$2/2j?6‘”"2/2-

(g) Berechne die Skalarprodukte (hy,, h,,) fir alle n,m > 0.
(Hinweis: Verwende das Gauss-Integral (e *"/2dz = /2r.)

Bemerkung: Die Hermiteschen Polynome sind wichtig fiir Anwendungen in der
Physik. Sie tauchen zum Beispiel in der quantenmechanischen Beschreibung des
harmonischen Oszillators auf, siehe:

http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_0Oszillator_(Quantenmechanik)

Lésung:

(a) Aus der Analysis folgt, dass das Integral (u,v) fiir alle u,v € C[z] wohldefi-
niert und endlich ist. Unter Verwendung der Grundeigenschaften des Integrals
priift man direkt, dass (-, -) eine hermitesche Sesquilinearform ist. Betrachte
nun ein nicht-verschwindendes Polynom u € C[z]|. Dann hat die zugehorige
Polynomfunktion héchstens endlich viele Nullstellen, und dasselbe gilt fiir die
Funktion z — |u(z)[2e~*"/2. Da diese stetig und > 0 ist, folgt ebenfalls aus
der Analysis, dass ihr Integral

(1) — J T @) e > 0

—0

ist. Somit ist die Paarung (-, -) positiv definit, also ein Skalarprodukt.



(b) Fiir alle u,v € C[z] gilt lim,_, 4 u(z)v(z)e /2 = 0. Aus partieller Integra-

tion folgt daher

(Du,v) = JOO d—u(x) cv(z)e ™ dr

_ dx
= u(x)v(x)er/Q‘oooc - Jj:o u(x)dix <v(x)e’x2/2> dx
S EO u(z) - (va(x) — zv(x)) - e da
= —(u,v, —av) = (u,Pv).

Daher ist P zu D adjungiert.
(c) Fiir jedes u € C[z] gilt nach Definition

PDu = P(u,) = —Uzy + 2u, = Lu.
Aus (b) folgt daher L = PD = D*D. Somit ist
L* = (D*D)* = D*(D*)* = D*D = L,

also ist L selbstadjungiert.

(d) Zunéchst berechnen wir fiir jedes u € C[z]:
(*) DPu = D(—u; +zu) = —Uzy +2u; +u = Lu+ u.

Fiir jeden Eigenvektor u € C[x] von L zum Eigenwert A folgt daraus

tpu @ PoPu Y P(Lu+u) = POu+u) = (A\+1)- Pu.

Andererseits ist u # 0 und folglich deg,(zu) = deg,(u) + 1 > deg, (u,). Also
hat Pu = —u, + zu den Grad deg,(u) + 1 und ist daher ebenfalls # 0. Somit
ist Pu ein Eigenvektor von L zum Eigenwert A + 1.

(e) Fiir das konstante Polynom hg := 1 gilt (hg), = 0 und folglich Lhy = 0. Daher
ist ho ein Eigenvektor von L zum Eigenwert 0. Mit (d) folgt durch Induktion,
dass h, := P"hq ein Eigenvektor zum Eigenwert n ist fiir jedes n > 0. Mit
derselben Rechnung wie in (d) zeigt man ausserdem durch Induktion, dass
jedes h,, normiert vom Grad n ist. Die Polynome h,, haben also die gesuchten
Eigenschaften. Ausserdem ist die Menge {h,, | n = 0} eine Basis von C[z].

Sei nun k € C[z] ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad n, das ein Ei-
genvektor von L zum Eigenwert A ist. Dann ist k = 3" _, a,hy, mit gewissen
Konstanten a,, € C und a,, = 1. Daraus folgt

i amAh, = ANk = Lk = Zn: amLh, = i My,
m=0

und somit a,,A = a,,m fiir alle 0 < m < n. Fiir m = n folgt daraus A = n,
und fiir alle m < n folgt daraus a,, = 0. Also ist k = h,,, wie zu zeigen war.



(f) Wir verwenden Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt die gesuchte Gleichung.
Wenn sie fiir ein n > 0 gilt, so folgt aus der Konstruktion von A,

hn_;,_l == _%h + l’h
(IV) n _x n 712 n x2 n 71‘2
D (e e ) o (1)t B () e )

n :02 n —z2
::( 1) +1 /Q(dx) +1(e /2)

)

also gilt die Gleichung auch fiir n + 1.

(g) Da L selbstadjungiert ist, sind die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten
von L zueinander orthogonal. Daraus folgt (h,,h,) = 0 fir alle n # m.
Sodann ist

a0
(ho, ho) = f e dr = \or.
—00

Fiir beliebiges n rechnen wir

(hn+1ahn+1)

—
]
~

Ph,,, Ph,)
hyn, DPh,,)
By, Lhy, + hy,)

Py by, + hy,)
= (n+ 1) (hy, hy).
Durch Induktion iiber n folgt daraus fiir alle n:

(A hn) = V21 - nl.

Ingesamt erhalten wir fiir alle n,m > 0 somit

(hpy hi) = V2w -nl - dpm -

Aliter: Durch Taylorentwicklung der Funktion e***/2 nach ¢ und mit (f)
erhédlt man die Potenzreihenentwicklung

et t2/2 Zh

n=0

—
=
=

—
=

(
(
(
(

—
®
~

mit Konvergenzradius co. Da alle h,, zueinander orthogonal sind, gilt somit
fiir jedes t € R,

2n

5 (P )

a0
(ext—t2/2’ 6zt—t2/2> 2

n:0

Fiir jedes t € R ist die linke Seite

0 0
42 42 42 .2 2 2 042
(e:ct 22 gt t/2) _ J P2t =a?/2 g, _ ot J o+ 2wt=2t2 .
—0o0 —o0

N 1 2 s [© 1,2 2 = 2
= ¢ J e @27y = ¢ J e Wdy = e"\V2r = Z\/Qﬂ'—'.
n!
—© —© n=0

Durch Vergleichen des Koeffizienten von ¢" erhalten wir somit

0
(o, ) = f ()% 2dx = /27 - nl

—00



5. Sei M die Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis der quadratischen Form

q:R® >R, (%) — x% + ng + 6:6% — 2r173 + 4913
Zeige, dass M positiv definit ist und berechne ihre Cholesky-Zerlegung.

Losung: Die Matrix M ist symmetrisch und charakterisiert durch die Gleichung
q(x) = x" Mz fiir alle x € R® und somit gegeben durch

1 0 -1
M = 0 2 2
-1 2 6

Ihre Hauptminoren ergeben sich zu

det(1) =1, det ( Y ) — 2, det(M) = 6.
Da alle diese positiv sind, ist M positiv definit.
Die Cholesky-Zerlegung von M ist die Losung der Matrixgleichung M = RTR

durch eine reelle obere Dreiecksmatrix

11 a12 413
R = 0 ax as
0 0 ass

mit Diagonaleintrdgen > 0. Wir rechnen

ai; 0 0 a1 Q12 Q13
R'R = ajp azp 0 |- 0 agxp as
a13 a23 (33 0 0 as3
a% 11012 11013
= x Ay 4 a3, araai + axnas; |,
* * afy + asy + a3y

wobei wir wegen der Symmetrie die Eintrage unterhalb der Diagonalen ignorieren
konnen. Durch sukzessives Auflésen erhalten wir

a1 = \/I: 1,
Q12 = 0/a11:07

a3 = —l/ay =—1,
Qo2 = 2— a%z = \ﬁ,
ags = (2— apaiz)/ag = \@,
ass = /6 — a2y —ady = V3.
Also ist
1 0 -1

R=1[0+v2 2
0 3

o
[\
[\



6. Entscheide, welche der folgenden reellen symmetrischen Matrizen positiv definit
sind, und fiihre fiir diese die Matrixzerlegungen aus §10.17 der Vorlesung aus:

A= B = —1 2 0
21 2 1 1 0 9
321 3

Losung: Fiir beide Matrizen verwenden wir das Hauptminorenkriterium. Weil der
zweite Hauptminor von A

3 3
det Ay = det <3 1) =—6

negativ ist, ist A nicht positiv definit. Die Hauptminoren von B sind
det(B;) = det(2 > 0,

det(Bs) = det ~ 3 >0,
det(Bs) = det(B) = 4 > 0.

) =
2 1
1 2

Somit ist B positiv definit. Nun miissen wir eine invertierbare reelle obere Drei-
ecksmatrix R und eine invertierbare symmetrische reelle Matrix C' finden mit
B = RTR = C?. Fiir R machen wir den Ansatz

11 Q12 A13
R = O 929 Q923
0 0 as3

mit reellen Koeffizienten a;; und Diagonaleintragen > 0. Durch sukzessives Auflsen
der Matrixgleichung

2
atq a11012 11013
2 2
B = * A7y + a3 12013 + 22023 |,
2 2 2
* * a3 + a3 + asz

wobei wir wegen der Symmetrie von B die Eintrdge unterhalb der Diagonalen
ignorieren konnen, erhalten wir

ay; = \/57

aiy = —1/ay = —1/v2,
a3 = —1/a; = —1/V?2,
Qo2 = 2_0%2 = \/3/27

Q23 = ( a12a13)/a22—— 1/6

NCIRYN: RN
R={0 VB2 —\1/6
00 i3

Also ist



Um C zu finden, diagonalisieren wir die Matrix B durch eine Orthonormalbasis.
Das charakteristische Polynom von B ist

charg(X) = X° —6X*+ 10X —4
- (X-2)- (X -2+v2))- (X - (2-v2))

Die Eigenrdume zu den Eigenwerten 2 und 2 4+ v/2 und 2 — v/2 sind jeweils

0o -1 —1 0
Eig,(B) = Kern(B —2I3) =Kern | -1 0 0 |= < 1 >
-1 0 0 -1

V2 -1 -1 )
Eig2+\/§(3) = Kern(B — (2 + \@)Id) =Kem | -1 —=v2 0 = < 1 >
—1 0 —/2

V2 -1 1 V2
Eig,  3(B) = Kern(B — (2 — V2)I5)=Kemn [ -1 v2 0 |= < 1 > :
-1 0 2 1

Da B symmetrisch ist, sind die Eigenrdume zu unterschiedlichen Eigenwerten von
B orthogonal. Also bilden die normalisierten Eigenvektoren

121_1@1\?
vel g 2\ ¢ ) 2

eine Orthonormalbasis von R3, und die zugehorige Basiswechselmatrix

0 —1/4/2 1/V/2
U = 1/vV2 12 1)2
~1/V2 12 1)2

ist orthogonal. Wir erhalten also die Diagonalisierung

2 0 0
B=U-[0 2++2 0 UL
0 0 2 —4/2
Die Matrix
V2 0 0
C=U-|10 2+42 0 Ut

0 0 2 —4/2

ist dann symmetrisch und erfiillt C? = B, wie gewiinscht. Um C' explizit zu be-



rechnen, setzen wir o := /2 + V2. Dann ist /2 — /2 = \/5/04 und somit

V2 00
Cc=U-1{0 o 0o |-U"!
0 0 V2«
0 —a/v2 1/\a
=11 a2 1/(v2a)] - U"
-1 /2 1/(v2a)
1 V2 + a? 1—a?/\2 1—a?/\2
7 1—a?/V2 | 1/7/24+2a +a?/2 | 1/4/2 — 2a + a?/2
N 1-a2V2 | V2 = V20 + 022 | 1/v2 + v2a + a?)2

7. Sei A eine positiv-definite reelle symmetrische n x n-Matrix.

(a) Ist A? positiv definit?
(b) Ist A~! positiv definit?

Léosung: Da A reell symmetrisch ist, existiert nach dem Spektralsatz eine orthogo-
nale n x n-Matrix U, so dass D := UT AU eine Diagonalmatrix ist. Da die positiv-
Definitheit unter diesem Basiswechsel invariant ist, ist auch D positiv definit. Also
sind alle Diagonaleintrége von D positiv. Insbesondere ist D invertierbar, und so-
wohl D? als auch D~! sind Diagonalmatrizen mit allen Diagonaleintrigen positiv.
Somit sind D? und D! symmetrisch und positiv-definit. Schliesslich gilt dann
A = UUTAUUT = UDUT, und somit sind auch A2 = UDUTUDUT = UD?*U”
und A~! = UD7'U”T symmetrisch und positiv definit. Beide Fragen sind daher
mit ,,Ja“ zu beantworten.

Aliter: Als positiv-definite reelle symmetrische Matrix ist A invertierbar. Fiir jeden
Vektor 0 # v € R" ist daher Av # 0 und somit

VA = T ATAY = (Av)T(Av) = [A0f® > 0,

wobei | || den Absolutbetrag zum Standardskalarprodukt auf R™ bezeichnet. Also
ist A? positiv definit. Fiir jeden Vektor 0 # v € R™ aber auch A™'v # 0 und somit

vTA ™ = WTATTAA Y = (A7) TA(A ™) = |AR]4 > 0,

wobei || |4 den Absolutbetrag zu dem Skalarprodukt (v, w) — vT Aw bezeichnet.
Also ist A~! positiv definit.

8. Zeige, dass jede symmetrische komplexe Matrix mit positiv definitem Realteil in-
vertierbar ist.

Léosung: Schreibe die Matrix in der Form A + ¢B fiir reelle symmetrische n x n-
Matrizen A und B. Dann ist A positiv definit. Nach einem Satz der Vorlesung
existiert daher eine invertierbare reelle n x n-Matrix V mit A = VTV, Dann ist
auch (V™HTBV ™! reell symmetrisch. Nach dem Spektralsatz existiert darum eine
orthogonale Matrix Q, so dass D := QT (V1T BV~1Q eine reelle Diagonalmatrix
ist. Zusammen ist dann QT (V1T (A +iB)V~'Q = I, + iD eine Diagonalmatrix
mit Realteil I,,. Diese ist also invertierbar; und somit ist auch A + ¢B invertierbar.



Aliter: Finde zuerst mit dem Spektralsatz eine orthogonale n x n-Matrix R, so dass
RTAR eine Diagonalmatrix ist. Diese ist dann immer noch positiv definit; ihre
Diagonaleintriage sind daher positiv. Sei D die aus den positiven Quadratwurzeln
dieser Eintrige gebildete Diagonalmatrix. Dann gilt RT AR = D? und daher A =
(RYHTDTDR™ = VIV mit der invertierbaren Matrix V := DR™!. Dann fahre
fort wie oben.

Aliter 2: Schreibe die Matrix in der Form A + iB fiir reelle symmetrische n x n-
Matrizen A und B. Dann ist A positiv definit, also invertierbar, und es existiert eine
invertierbare symmetrische Matrix C' mit A = C2. Folglich ist A + iB invertierbar
genau dann wenn C~'(A +iB)C~! = I, + iC"'BC~! = [, + 1B’ invertierbar ist
mit B’ := C~!BC~!. Da B und C symmetrisch sind, sind es auch C~! und B’
Folglich sind alle komplexen Eigenwerte von B’ reell. Insbesondere ist —i kein
Eigenwert von B’, und somit ist —il, + B’ invertierbar. Damit ist dann auch
i(—il, + B") = I,, + iB’ invertierbar, und folglich auch A + iB, wie zu zeigen war.

. Sei € € {+1,—1} und betrachte die reelle 5 x 5-Matrix

1 0 0 1
0101 0
A= 01 0 ¢
01010
1 0 ¢ 01

Bestimme eine orthogonale Matrix U, sodass U~' AU Diagonalgestalt hat.

Lésung: Wir erkennen, dass der (7, j)-te Eintrag in A genau dann nicht null ist,
wenn ¢ und j beide ungerade oder gerade sind. Bezeichnen wir mit (eq, ..., e5) die
Standardbasis von R®, dann hat A also in der Basis (es, €4, €1, €3, €5) Blockdiago-
nalgestalt mit Blocken der Grossen 2 x 2 und 3 x 3.

Um dies als Matrixgleichung auszudriicken, betrachte die Permutationsmatrix

01000
00010
P = 10000
00100
000O0T1

zur Permutation

Dann ist B := PAP™! = (gl BO2 ) eine Blockdiagonalmatrix mit den Matrixblocken

11 1 ¢ 1

B; = ( > und By:=|e 1 ¢
11

1 ¢ 1

Wir diagonalisieren zuerst diese separat.

Die Matrix B; besitzt die orthogonalen Eigenvektoren (}) und (fl) zu den jeweili-

gen Eigenwerten 2 und 0. Nach Normalisieren erhalten wir also die Orthonormal-
basis (\%G), \%(_11)) von R? aus Eigenvektoren von B.

10



Das charakteristische Polynom der Matrix B, ist
charg,(X) = (X —1)° =3(X —1) =2 = X*(X - 3)

Wir berechnen die Eigenrdume
Figy(B2) = ( (1) )
sai = (1), (1))

Da B, symmetrisch ist, sind die Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten
orthogonal. Durch Anwenden des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Eigenvektoren

zum Eigenwert 0 und Normalisierung des Eigenvektors zum Eigenwert 3 erhalten
wir die Orthonormalbasis

AN RN

el, —|—¢|, =| ¢

val\y) v2 o) 2\ 5

von R? bestehend aus Eigenvektoren von B,. Somit bilden die Vektoren

1 1 0 0 0
1 (1) 1 _01 1 g 1 (1) 1 ?
\/é 0 ﬂ 0 \/g € \/5 —€ 2 €
0 0 1 0 -2

eine Orthonormalbasis von R® aus Eigenvektoren von B zu den jeweiligen Eigen-
werten 2,0,2 + £,0,0. Somit ist die zugehorige Basiswechselmatrix

T B
V2 V2
U .= 0 0 \/Lg \% 1/2
0 0 % & e/2
0 0 5 0 -1
orthogonal, und nach Konstruktion gilt
20000
00 00O
B=U-[00300]U"
000O0O 0
00 00O
Da die Permutationsmatrix P orthogonal ist, ist dann auch die Matrix
EEEE
B vzov2o ot
U:=P'U = 10 ?73755/2
7z 7 10 0 0
00 x5 0 =«

orthogonal, und nach Konstruktion hat
UAU = UYPAP YU = U'BU’
Diagonalgestalt.

11



*10. Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension 0 < n < oo, und sei f: V — V
ein selbstadjungierter Endomorphismus mit Eigenwerten \; < ... < \,. Zeige:

Alzmin{<£; >x>m> er},

A":max{ @, x>>‘ }

Zeige allgemeiner das Min-Max-Prinzip: Fiir jedes r = 1,...,n gilt
. (=), z) _
A, = min{ max WcecV, dmW =r; .
wewfo}y \ (z, Ty x>
Losung: Wir zeigen direkt das allgemeinere Min-Max Prinzip. Da f selbstadjun-
giert ist, existiert eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) von V aus Eigenvektoren von
f zu den jeweiligen Eigenwerten Ay, ..., \,.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum W < V' der Dimension r, und setze
V' = vp, ..., ). Wegen

dim(V' n W) dim V' + dim W — dim(V’ + W)
> dim V' + dim W — dim(V)
= n—(r—-1))+r—n

=1

existiert dann ein nicht-verschwindender Vektor g € W n V', Schreiben wir xy =
> a;v; mit Koeffizienten a; € R, so folgt

(<f( z), >>  So)yzo) _ (Xsaidwn X a) _ DiAai
{x,x) - -

(o, o) (o, z0) N i @i
Da W < V beliebig war, zeigt dies

g o L (7)) =

dim(W)=r

max
zeW~{0}

Sodann betrachte den Unterraum V,. := (vy,...,v,) der Dimension r. Fiir jeden
Vektor z = Y _, a;v; € V; \ {0} mit Koeffizienten a; € R gilt

<f($),$> _ 22:1 /\iaz? < 2;1 )\ra? - )\
{x,r) 2;1%2 b 2;1@? "

Durch Variieren von x folgt daraus

(%) max (

zeVp~{0}

42) <

Dies zeigt, dass das Infimum in (x) durch den Unterraum V, angenommen wird
mit dem Wert \,, wie zu zeigen war.
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11. Seien V ein reeller Vektorraum der Dimension n und S eine nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform auf V' mit der Signatur (p, ¢). Bestimme die maximale
Dimension eines Unterraums U < V mit S|yxy = 0.

Losung: Nach Voraussetzung ist n = p + ¢ und es existiert eine geordnete Basis
von V', beziiglich welcher die Darstellungsmatrix von [ eine Diagonalmatrix ist
mit p Diagonaleintrdgen 1 und ¢ Diagonaleintrdgen —1. Schreibe diese Basis in
der Form vy, ..., vy, w1, ..., w, mit B(v;,v;) = 1 und B(w;, w;) = —1 fiir alle 4.

Behauptung: Die gesuchte maximale Dimension ist m := min{p, ¢}.

Betrachte zuerst einen beliebigen Unterraum U der Dimension > p. Setze U_ :=
{wy, ..., wy); aus der Dimensionsformel fiir Durchschnitte folgt dann

dim(U nU-)

dim(U) + dim(U-) — dim(U + U-)

> dim(U) + dim(U_) — dim(V)

> p+qgq—n=0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u € U n U_. Wegen u € U_ gilt
fir diesen S(u,u) < 0. Also ist S|y« # 0.

Betrachte sodann einen beliebigen Unterraum U der Dimension > g. Setze U, :=
{vq,..., v,y und rechne

l

dim(U nUy) dim(U) + dim(U;) — dim(U + Uy)

> dim(U) + dim(Uy) — dim(V)
> qg+p—n=0.

Also existiert ein von Null verschiedener Vektor u € U n U,. Wegen u € U, gilt
fiir diesen B(u,u) > 0. Also ist Blyxy # 0.

Insgesamt ist somit B|yxy # 0 fiir jeden Unterraum U der Dimension > m. Die
gesuchte maximale Dimension ist also < m.

Schliesslich setze u; := v; + w; fiir alle 1 < ¢ < m. Dann gilt
Blug,uy) = B(v; + wi,v; +w;)) =1+0+0—1=0,
und fiir alle 1 < 4,7 < m mit ¢ # j gilt
Bui, u;) = B(vi + wi,v; +wj) =04+0+0+0=0.
Fiir beliebige Koeffizienten a;, b; € R folgt dann
6(2 a;u;, Z bjuj> = Z Z a;b;jB(u;, uj) = 0.
i=1 j=1 i=1j=1

Mit U := {uy, ..., un) gilt also flyxy = 0. Da die u; linear unabhéngig sind, gilt
weiter dim(U) = m. Die gesuchte maximale Dimension ist also > m.
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*12. Der Indez einer reellen symmetrischen n x n-Matrix A mit Eigenwerten A, ..., \;

der jeweiligen Vielfachheiten my, ..., m; ist definiert als
IHd(A) = Z m; — Z my;,
% Ai>0 7 /\i<0

also als die Anzahl positiver minus die Anzahl negativer Eigenwerte von A, gezéhlt
mit Vielfachheiten.

Seien A und B zwei symmetrische n x n-Matrizen mit
tT Az < 27 Bx

fir alle z € R™. Zeige, dass Ind(A) < Ind(B) ist.

Lésung: Sei a bzw. o' die Anzahl positiver bzw. negativer Eigenwerte von A, und
sei b bzw. b’ die Anzahl positivier bzw. negativer Eigenwerte von B, jeweils gezahlt
mit Vielfachheiten.

Sei U die Summe aller Eigenrdume von A zu positiven Eigenwerten. Dann ist die
Einschrinkung L 4|y positiv definit. Fiir alle z € U\ {0} gilt also 27 Bz > 27 Az >
0. Mit §10.15 der Zusammenfassung folgt b > dim(U) = a.

Sei U’ die Summe aller Eigenrdume von B zu negativen Eigenwerten. Dann ist
die Einschriinkung Lp|pr negativ definit. Fiir alle z € U’ \ {0} gilt also 27 Az <
¥ Bx < 0. Mit §10.15 der Zusammenfassung folgt o’ > dim(U’) = 0.

Beide Aussagen zusammen ergeben dann Ind(B) =b—1¥V > a — o’ = Ind(A).
13. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Zeige oder widerlege: Fiir jeden invertierbaren Endomorphismus f: V — V
existiert ein Skalarprodukt ( , ) auf V, fiir welches f orthogonal ist.

(b) Seinun V =R? und f = L4 mit

-5 4 4
A= 2 =3 =2
-8 8 7

Finde, falls méglich, eine 3 x 3-Matrix M, sodass (z,y) — a7 My ein Skalar-
produkt auf V' ist, beziiglich das der Endomorphismus L 4 orthogonal ist.

Lésung:

(a) Im Fall dim(V) = 0 ist jeder Endomorphismus die Identitdt und folglich
orthogonal; insbesondere gilt also die Aussage.

Im Fall dim(V) > 0 betrachte den Endomorphismus f: V — V, v — 2v. Fir
jedes Skalarprodukt auf V' und jeden Vektor v € V ~\ {v} gilt dann {(v,v) # 0
und folglich

@), fv)) = v, 20) = Kv,v) # (v,0).

Somit ist f nicht orthogonal. Die Aussage ist daher falsch im Fall dim(V') > 0.
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(b) Ist L orthogonal beziiglich ein Skalarprodukt (-, -), so sind die Eigenrdume
zu verschiedenen Eigenwerten von L4 zueinander orthogonal. Wir bestimmen
daher zuerst die Eigenrdume von L 4. Dafiir berechnen wir das charakteristi-
sche Polynom:

chary(X)=X*+X? - X -1=(X-1)- (X +1)%

Die Eigenrdume zu den Eigenwerten 1 und —1 ergeben sich zu

2
Eig;(A) = Kemn(A—IL;) ={ [ -1])
4
1 0
Eig_(A) =Kem(A+ ;)= (1], | 1 |).
0 —1
Also hat L4 beziiglich der geordneten Basis
2 1 0
B = -1, (1], 1
4 0 -1
die Darstellungsmatrix
1 0 0
glLalg=10 =1 0
0 0 -1

Nun ist aber L, genau dann orthogonal beziiglich (-, ), wenn seine Darstel-
lungsmatrix beziiglich einer Orthonormalbasis beziiglich (-, -) eine orthogonale
Matrix ist. Da g[La|p bereits orthogonal ist, geniigt es also, das Skalarpro-
dukt so zu wihlen, dass B eine Orthonormalbasis ist. Dies bedeutet, dass die
Darstellungsmatrix von (-, -) beziiglich B die Einheitsmatrix ist.

Das Skalarprodukt (z,y) = 27 My hat beziiglich der Standardbasis b von R?
die Darstellungsmatrix ,[{:, )], = M. Mit der Basiswechselmatrix

21 0
U = b[idRS]B = -1 1 1
4 0 —1

folgt, dass die Darstellungsmatrix von (-, -) beziiglich B die Gleichung
Bl )ls = lides]p o[ )b - slides]p = UTMU

erfiillt. Die Matrix M ist also durch die Gleichung UT MU = I5 charakteri-
siert. Das Ergebnis lautet daher

26 —23 —19
M=UN'wt=1 -23 21 17
-19 17 14
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14. Seien R, S : R* — R? zwei nicht-triviale Drehungen um je eine Gerade durch den
Ursprung. Beweise die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(a) R und S kommutieren, das heisst, es gilt RS = SR.

(b) R und S haben entweder dieselbe Drehachse oder sind Rotationen um 180°
beziiglich orthogonaler Drehachsen.

Lisung: Jede nicht-triviale Drehung im R? hat den Eigenwert 1 mit geometri-
scher Vielfachheit 1. Nach Voraussetzung gilt dies also fiir R und S. Seien vg, vg
normierte Eigenvektoren von R bzw. S zum Eigenwert 1.

»(a) = (b)“: Angenommen R und S kommutieren. Nach Serie 14 Aufgabe la ist
dann vg auch ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert A\ € R. Da .S orthogonal
ist, kann dieser Eigenwert nur A = +1 sein.

Im Fall A\ = 1 ist wegen der geometrischen Vielfachheit 1 des Eigenwertes 1 der
Vektor vg ein Vielfaches von vg. Die Drehungen R und S haben also dieselbe
Drehachse (vg) = (vg).

Im Fall A = —1 sind vg,vs Eigenvektoren von S zu den jeweiligen Eigenwerten
—1 und 1, wegen der Orthogonalitdt von S sind sie also insbesondere orthogonal
zueinander. Folglich haben R und S orthogonale Drehachsen. Weiter ist jetzt —1
ein Eigenwert von S, also hat S den Drehwinkel 180°. Schliesslich wiederholen wir
die bisherigen Argumente mit vertauschten Rollen von R und S. Anwenden von
Serie 14 Aufgabe 1a zeigt, dass der Eigenvektor vg von S ein Eigenvektor von R zu
einem Eigenwert = +1 ist. Im Fall 4 = 1 wéren die Drehachsen gleich, was jetzt
schon ausgeschlossen ist. Also ist 4 = —1, und somit hat auch R den Drehwinkel
180°.

»(b) = (a)“: Haben R und S dieselbe Drehachse, gilt also Eig, (R) = Eig,(S5), so
haben R und S beziiglich einer Orthonormalbasis der Form b = (vg, vq,v3) fiir
Vektoren vy, v3 € R? die Darstellungsmatrizen

1 1
My(R) = cosae  sina |, Mp(S) = cos3  sinf
—sina  cosa —sinf8 cosf

mit jeweiligen Drehwinkeln «, 8 € R. Durch direktes Rechnen folgt

1
My(R) - My, (S) = cos(a + ) sin(a+ B) | = My(S) - My (R),
—sin(a + B) cos(a + B)

also RoS =S0oR.

Haben R und S orthogonale Drehachsen und beide den Drehwinkel 180°, dann
ist —1 ein Eigenwert von R der Vielfachheit 2, also (vp)* = Eig_,(R). Es folgt
vg € {vg)* = Eig_,(R). Ebenso zeigt man vy € (vg)* = Eig_,(S). Fiir jeden nicht-
verschwindenden Vektor b € (vg,vg)* folgt weiter b € Eig_,(R) und b € Eig_,(.9).
Also haben R und S beide beziiglich der Basis (vg,vg,b) Diagonalgestalt; somit
kommutieren sie miteinander.
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15.

16.

Sei f ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen unitiren Vektorraums V.
Zeige: Ist f selbstadjungiert, bzw. unitir, bzw. normal, so haben f* und f=!
dieselbe Eigenschaft.

Lisung: Nach Serie 19, Aufgabe 6d gilt stets (f~1)* < (f*)~L

Zuerst sei f selbstadjungiert, nach Definition also f* = f. Dann gilt (f*)* = f*
und (f~H* = (f*)~t = f71; somit sind f* und f~! selbstadjungiert.
|

Sodann sei f unitiir, nach Definition also f* = f~!. Dann gilt (f*)* = (f~1)* =
(F) L und (F7)* = (f)7 = (F~1)71; somit sind f* und £~ unitéir.

Schliesslich sei f normal, nach Definition also f* o f = fo f*. Wegen (f*)* = f
gilt dann

(f)*of*=Ffof =f"of=fo(f)
und
(O o f = (f) o f = (fof) = (frof) = flo(f) 7 = flo(fY),
somit sind f* und f~! normal.

Sei V' der euklidische Raum der reellen 2 x 2-Matrizen mit dem Skalarprodukt
(A, B) := Spur(A” B).
Fiir u € R sei die lineare Abbildung F, : V' — V definiert durch
F (A) := AT —u - (SpurA) - I

(a) Fir welche u € R ist F, selbstadjungiert?
(b) Fiir welche u € R ist F,, orthogonal?

(c) Seiwu e R so gewihlt, dass F,, sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist.
Welche Abbildung ist dann F, o F,,?

Lésung: Man zeigt direkt, dass die Vektoren

Loy L oy 101y 1 (0

vo\o 1) 7 2\0 -1} /2\1 0) 7 /2\1 O
eine Orthonormalbasis von V' beziiglich des gegebenen Skalarprodukts bilden. Die
Darstellungsmatrix von F;, beziiglich dieser Basis ist die Diagonalmatrix

1—2u

M, =

O O = O
O = O O
_— o O O

0
0
0
Somit hat F,, die Eigenwerte 1 — 2u und +1.

(a) Da die Darstellungsmatrix von F), beziiglich einer Orthonormalbasis symme-
trisch ist, ist F, immer selbstadjungiert.

17



(b) Ein Endomorphismus ist genau dann orthogonal, wenn seine Darstellungsma-
trix beziiglich einer Orthonormalbasis orthogonal ist. Fiir die obige Matrix
M, gilt dies genau dann, wenn u € {0, 1} ist.

(c) Wegen (a) und (b) ist dies genau dann der Fall, wenn u € {0, 1} ist. In diesem
Fall ist M2 = I und folglich F, o F, = id.

Alternative Losung: Wir rechnen direkt die Definitionen nach und verwenden da-
bei die Linearitit der Spur sowie die Eigenschaften Spur(AT) = Spur(A) und
Spur(AB) = Spur(BA); siche Wiederholungsserie LA I, Aufgabe 4.

(a) Fiir alle reellen 2 x 2-Matrizen A, B gilt

(F,(A),B) = Spur(F,(A)"-B)
= Spur((A” — uSpur( A)I)T - B)
= Spur((A — uSpur(A)I) - B)
(AB

= Spur ) — uSpur(A) Spur(B).

Wegen Spur(AB) = Spur(BA) ist dieser Ausdruck symmetrisch in A, B und
daher gleich (F,(B),A) = (A, F,(B)). Also ist F, selbstadjungiert fiir alle
u e R.

(b) Fiir alle reellen 2 x 2-Matrizen A und B gilt

(F,(A), F,(B)) Spur ((AT —u Spur(A)[) (BT —u Spur(B)I))
Spur ((A — uSpur(A)I) - (B" — uSpur(B)I))

= Spur(AB”) — 2u Spur(A) Spur(B) + 2u* Spur(A) Spur(B).

Wegen Spur(ABT) = Spur(BTA) = (B, A) = (A, B) folgt daraus
(F,(A),F,(B)) = (A,B)+2u(u—1)Spur(A)Spur(B).
Daher ist F), genau dann orthogonal, wenn
2u(u — 1) Spur(A) Spur(B) = 0

ist fiir alle A und B. Da es Matrizen mit nicht-verschwindender Spur gibt,
gilt dies genau fiir u € {0, 1}.

(c) Da F, sowohl selbstadjungiert als auch orthogonal ist, gilt
(A,B) = (F,(A),F.(B)) = (F}(A),B)
fiir alle A und B. Im Fall B = A — F?(A) impliziert dies

Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt daraus B = 0. Fiir alle A gilt
daher A — F2(A) = O und somit F? = id.
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17.

18.

Beweise oder widerlege: Jeder normale Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen unitiren Vektorraums ist die Komposition eines selbstadjungierten mit ei-
nem unitdren Endomorphismus.

Losung: Fiir jeden normalen Endomorphismus f: V — V eines endlich-dimen-
sionalen unitdren Vektorraums V' existiert eine Orthonormalbasis b, sodass [ f]s
eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen Ay, ..., A\, € Cist. Schreibe jede dieser
komplexen Zahlen in der Form \; = r;e’¥ mit reellen Zahlen r;, ;. Sei S bzw.
U der eindeutige Endomorphismus von V', dessen Darstellungsmatrix beziiglich b
die Diagonalmatrix mit den Eintriigen 7,...,r, bzw. €1, ..., e ist. Dann ist
S selbstadjungiert und U unitdar und es gilt

b[S o U]b =p [S]b ‘b [U]b = diag(rleiw, e ,rnei‘p”) =p [f]ln

also S oU = f. Damit ist die Ausage bewiesen.

Bemerkung: Fiir die so gefundenen Endomorphismen gilt zusétzlich SoU = Uo S.

Wir betrachten ein korrekt ausgefiilltes Sudokugitter als eine 9 x 9 Matrix .S mit
Eintrdgen in {1,2,...,9} < Z. Welche der folgenden Aussagen sind fiir alle, fiir
manche, fiir kein S korrekt?

(
(

a) Die Zahl 45 ist ein Eigenwert von S.
b

)

) Die Determinante von S ist durch 9 teilbar.

(c) Der Vektor (1,...,9)" ist ein Eigenvektor von S.
)

*(d) Die Determinante von S ist positiv.

Lésung: (a) Jede Zeile von S besteht aus den Zahlen 1 bis 9 in gewisser Reihenfolge,
somit ist (1,...,1)T ein Eigenvektor zum Eigenwert 1+2+...+9 = 45. Die Aussage
ist also fiir alle S korrekt.

(b) Die Determinante &ndert sich nicht, wenn wir alle spateren Zeilen zu der er-
sten addieren. Danach ist die erste Zeile gleich (45,45, ...,45). Die fragliche De-
terminante ist also 45 mal die Determinante, nachdem wir die erste Zeile durch
(1,...,1) ersetzt haben. Da alle Eintrége in der resultierenden Matrix immer noch
ganze Zahlen sind, ist auch diese Determinante noch eine ganze Zahl. Somit ist
det(S) immer durch 45 teilbar.

Bemerkung: Wenn wir danach noch alle spéteren Spalten zur ersten addieren, so
wird die erste Spalte gleich (9,45, ...,45)T. Daraus kénnen wir noch den Faktor 9
herausziehen; folglich ist det(S) sogar durch 9 - 45 = 405 teilbar.

(¢) Die Summe jeder Spalte der Matrix S := S/45 ist 1, und alle Eintréige sind
positiv; also ist S eine Markov-Matrix. Mit Aufgabe 27 der Wiederholungsserie
LAT hat daher jeder komplexe Eigenwert von S den Betrag < 1. Somit hat jeder
komplexe Eigenwert von S den Betrag < 45.

Angenommen v := (1,...,9)7 ist ein Eigenvektor von S zu einem Eigenwert A,
und sei (ag,...,aq) die erste Zeile von S. Wegen a; > 1 fiir alle ¢ und a; > 1 fiir
ein 1 < j <9, folgt aus dem Vergleichen des ersten Eintrages von Sv = Av dann

A= (al,...,an)-(l,...,9)T:Zz'ai>2i:45,
i=1 i
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19.

Dies widerspricht der obigen Aussage |A\;| < 45. Somit ist (1,...,9)” nie ein Ei-
genvektor von S.

(c) Falls S eine Sudokumatrix mit positiver Determinante ist, erhélt man durch
Vertauschen der zwei ersten Zeilen wieder eine Sudokumatrix, deren Determinante
gleich —det(.S), also negativ ist. Daher kann det(S) nicht immer positiv sein.

Um zu iiberpriifen ob die Aussage manchmal oder nie gilt, miissen wir entschei-
den ob eine Sudokumatrix mit positiver Determinante existiert. Wahlen wir zum
Beispiel

1 23|456[7 89
45678 9/1 2 3
78912 3|45 6
2 3 4]5 6 7|8 9 1

S=|56 789 123 4],
8 9 1(23 4|5 6 7
345(67 8|91 2
6 78(91 2345
91 2[3 465|678

so folgt durch direktes Rechnen (fiir welches es sich anbietet, einen Computer zu

verwenden)
det(S) = —3'%. 5 = —215233605.

Durch Vertauschen der ersten beiden Zeilen in S erhilt man somit eine Sudo-
kumatrix mit positiver Determinante. Die Aussage ist also manchmal wahr und
manchmal nicht.

Bemerkung. Nicht jede Sudokumatrix ist invertierbar; zum Beispiel gilt

6 5 3|9 4 7|8 1 2
9 8 7|1 6 2|4 3 5
4 2 113 5 8|6 79
5 3 814 2 6|1 97
det| 2 7 4]5 9 1|3 8 6 [=0,
1 9 6|7 8 3|2 5 4
8 6 5|2 1 9|7 4 3
31 9/6 7 4|5 2 8
74 2|8 3 5|9 61

siehe auch http://math.stackexchange.com/questions/873709/.

Fiir welche reellen Zahlen a und b existiert eine reelle 2 x 2-Matrix A mit

20 a 0?
4 _(O b).

Lésung: Nehmen wir an, es gebe eine solche Matrix A. Wir trigonalisieren sie

iiber C, wiihlen also U € GLy(C) mit U'AU = (8

C und einen Eintrag #, der uns hier nicht interessiert. Dann ist U 'A®U =

(U-TAU) — ( N

* .
U) fiir gewisse u,v €

u

0 U;O)' Das charakteristische Polynom von A% ist also gleich
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(X — u*)(X — v?). Nach Voraussetzung ist es aber auch gleich (X — a)(X —b).
Deshalb sind u2°, v?° gleich a, b bis auf die Reihenfolge.

Sind u,v € R, so gilt «*°,v* > 0, also auch a,b > 0. Andernfalls ist u = T und
somit @ = b. Da aber b reell ist, folgt daraus a = b. Eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz von A ist also a,b > 0 oder a = b.

Wir zeigen, dass diese Bedingung auch hinreicht. Sind a,b > 0, so tut es zum

Beispiel die Matrix A := (zg/a 29/05). Sei nun also a = b < 0. Wir erinnern uns an

den injektiven Ringhomomorphismus

k: C — Matoyo(R), x+ iy — (x —y).
y

Betrachte die Matrix
(20 ] 2mi/40\  _ 20/7 7. cos(2m/40)  — sin(27/40)
A = k(¥/lal-7) = ¥/ld] (sin(27r/40) cos(2m/40) )
Wegen der Multiplikativitat von k& gilt dann
2 T 20 i a 0
A20 _ /{Z(( 0/’a|_€2 /40) ) _ k(‘a‘_em /40) _ ]{3(—|CL|> _ k(a) _ (0 a>’

wie gewiinscht. Also ist die Bedingung hinreichend.

20. Fiir welche der folgenden Gleichungen existiert eine reelle Matrix X, die sie erfiillt?

(a) X3 =

N = O
w o O

Losung: (a) Ist X eine reelle Matrix mit

X? =

N = O
w o O
o O O

dann gilt X? = (X?)? = 0 und somit ist X nilpotent. Dann hat aber X das cha-
rakteristische Polynom chary(t) = ¢* (sieche Zusammenfassung §8.5) und folglich
ist X3 = 0, was ein Widerspruch ist. Also erfiillt keine reelle Matrix die Gleichung.
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(b) Betrachte die symmetrische Matrix

B =

S ot Ww
QO = Ot
o © O

Nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen existieren eine or-
thogonale Matrix U und Ay, Ay, A3 € R mit

M 00
U'BU=10 X 0
0 0 X

Da U invertierbar ist, ist die Gleichung 2X° + X = B #quivalent zu
2U XU +U XU =U'(2X° + X)U = U™ 'BU,

mit Y = U~'XU also dquivalent zu

A 0 0
2Y5+Y =10 X O
0 0 X
Machen wir den Ansatz
w00
Y=10 pu O
0 0 pus

mit Koeffizienten iy, o, 3 € R, so ist die Gleichung 2Y?® + Y = diag(\1, A2, A3)
aquivalent zu
2017 + i = A

fiir i = 1,2, 3. Da nun der héchste Grad im Polynom 2X° + X ungerade ist, ist die
Abbildung R — R, z + 22° + x surjektiv. Somit existiert fiir jedes ¢ ein p; € R mit
202 + p; = A;. Wihlen wir ein solches fiir ¢+ = 1,2, 3, so erfiillt Y = diag(ju1, pi2, i3)
die betrachtete Gleichung. Die Matrixgleichung der Aufgabe hat also eine Losung.

(¢) Wir erinnern uns an den injektiven Ringhomomorphismus
x J—
k: C — Matyyo(R), x4+ iy — ( y)'
y

Da jedes nicht-konstante komplexe Polynom eine komplexe Nullstelle besitzt, exi-
stiert ein z € C mit
2%+ 220 +102 =i

Es folgt
k(2)% + 2k(2)* + 10k(2) = ((1) _01> ,

also 16st k(z) die gegebene Matrixgleichung,.
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21.

22.

3 0
(d) Die Matrix Y := |0 0 | hat den Eigenwert —3 mit dem Eigenraum
0

4
3
0 -3
0
Eig_4(A) = (v) fir v := 0). Angenommen es existiert eine reelle Matrix X mit
1

X4 =Y. Dann ist
YXv=X%=XX"%)=XYv=-3Xv,

also liegt auch Xv in dem Eigenraum Eig_5(A). Somit ist Xv = Ao fiir ein A € R.
(Siehe auch Serie 14 Aufgabe la.) Daraus folgt nun

Mo=X%w=Yv=-30

und somit \* = —3. Dies ist aber unméglich fiir A € R. Daher besitzt die Gleichung
keine Losung.

Was sind die Moglichkeiten fiir den Rang einer reellen 7 x 7-Matrix mit Minimal-
polynom X?2?

Lésung: Der einzige normierte irreduzible Faktor des Minimalpolynoms ist X.
Dies entspricht dem Eigenwert 0. Also ist die Jordannormalform der Matrix eine
Blockdiagonalmatrix mit Blockdiagonaleintragen der Form

01 0 ...0
N; = : L0 der Grosse j x j
0......... 0

fiir gewisse j > 1. Nach der Definition des Minimalpolynoms gilt A? = O. Fiir
alle 7 > 3 ist aber sz # O; somit konnen nur Jordanblocke der Form N; und
N, auftreten. Wegen N2 = O und N2 = O gibt es aber kein Hindernis gegen
diese. Nach der Minimalitit des Minimalpolynoms ist andererseits A # O. Wegen
N; = O und Ny # O muss daher mindestens ein Block der Form N, in der
Jordannormalform von A auftreten. Die Anzahl der Jordanblocke der Form N, ist
also eine ganze Zahl a > 1. Die Anzahl der Jordanblécke der Form N; ist dann
gleich 7 — 2a > 0. Die moglichen Werte sind also a = 1,2, 3. Der Rang der Matrix
ist nun gleich

a - Rang(Ns2) + (7 —2a) - Rang(Ny) = a-1+(7—2a)-0 = a.
Die Moglichkeiten fiir den Rang sind also genau 1, 2, 3.

Sei K ein Korper. Bestimme alle natiirlichen Zahlen n, so dass die Jordan-Normal-
form jedes Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums durch das cha-
rakteristische Polynom zusammen mit dem Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist.
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Lésung: Fiir jedes n > 4 betrachte die n x n-Blockdiagonalmatrix

lev] [evRav]avNan)
oo oco
c OIOo oo
el [anl ] (anNan)
L OIOo oo

Fiir jedes z € {0, 1} ist sie in Jordanscher Normalform, und zwar mit 1 + = Jor-
danblécken der Form (8 (1)) sowie n — 2 — 2z Jordanblocken der Form (0). In bei-
den Féllen ist das charakteristische Polynom gleich X™ und das Minimalpolynom
gleich X?, die Jordan-Normalformen sind jedoch nicht f#iquivalent. Die zu den Ma-
trizen Ag und A; assoziierten Endomorphismen bilden also Gegenbeispiele zu der

gewiinschten Eigenschaft. Die Eigenschaft ist also fiir jedes n > 4 verletzt.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes n < 3 die gewiinschte Eigenschaft erfiillt ist. Sei
also f ein beliebiger Endomorphismus eines K-Vektorraums der Dimension n < 3.
Durch Induktion kénnen wir voraussetzen, dass die Aussage bereits fiir jeden En-
domorphismus eines K-Vektorraums der Dimension < n gilt.

Besitzt der Endomorphismus mehrere Hauptraume, so entspricht die Hauptraum-
zerlegung der Zerlegung des charakteristischen Polynoms wie des Minimalpoly-
noms in Potenzen verschiedener normierter irreduzibler Faktoren, welche jeweils
das charakteristische Polynom bzw. das Minimalpolynom des von f induzierten
Endomorphismus des Hauptraums sind. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Jor-
dannormalform dann in jedem Hauptraum schon durch das charakteristische und
das Minimal-Polynom bestimmt, also ist sie insgesamt durch das charakteristische
und das Minimal-Polynom bestimmt, wie gewiinscht.

Wir koénnen also annehmen, dass der Endomorphismus héchstens einen Hauptraum,
sagen wir zum normierten irreduziblen Polynom p(X) € K[X], besitzt. Das Mini-
malpolynom von f ist dann gleich p(X)" fiir ein r > 0.

Ist r = 0, so muss 0 = p(f)° = idy sein, also V = 0. In diesem Fall gibt es
iiberhaupt nur einen Endomorphismus; der ist schon in Jordannormalform und
héngt von nichts mehr ab; also ist die fragliche Bedingung in diesem Fall erfiillt.

Ist r = 1, so ist die Begleitmatrix von p(X) die einzige Moglichkeit fiir die Jordan-
blocke von f. Die Anzahl dieser Blocke ist dann auch durch n = dim (V') bestimmt;
die fragliche Bedingung ist somit auch in diesem Fall erfiillt.

Ist 7 = 2, so gibt es wegen 3 > n = dim(V) = deg(p(X)") = r - deg(p(X)) nur die
Méglichkeiten (r,n) € {(2,2),(2,3), (3,3)} mit deg(p(X)) = 1.

Im Fall (r,n) = (2,2) gibt es genau einen Jordanblock der Grosse 2 x 2 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform eindeutig bestimmt.

Im Fall (r,n) = (2,3) gibt es je einen Jordanblock der Grossen 2 x 2 und 1 x 1
und sonst keine, also die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Im Fall (r,n) = (3, 3) gibt es genau einen Jordanblock der Grosse 3 x 3 und sonst
keinen, also ist die Jordannormalform ebenfalls eindeutig bestimmt.

Fazit: Die natiirlichen Zahlen mit der gewiinschten Eigenschaft sind, unabhéngig
vom Koérper K, genau die Zahlen 0, 1,2, 3.
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23. Wir betrachten alle reellen symmetrischen 3x3-Matrizen, welche die Vektoren

-1 1 1
vy = 0], w:=(0}), wvg:=1|1
1 1 1

als Eigenvektoren besitzen.

(a) Was lisst sich iber die Eigenwerte \; zu v; aussagen?

(b) Gib eine Parametrisierung der Menge aller dieser Matrizen.

Losung: Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell, und die Eigen-
rdume zu verschiedenen Figenwerte sind orthogonal. Da vy und v3 nicht ortho-
gonal zueinander sind, muss daher Ao = A3 sein. Also ist auch v; := v3 — v, ein
Eigenvektor zum Eigenwert Ao. Nun sind aber vy, v9, v4 von Null verschieden und
zueinander orthogonal. Durch Reskalieren finden wir daher die Orthonormalbasis

-1 1 0

bp:=—=1| 0 |, by:=—4=10], b3:=1]1
Covelg ) T ey T\

Die zugehorige Basiswechselmatrix U := (b, by, b3) ist dann orthogonal. Dass die
genannten Vektoren Eigenvektoren von A zu den obigen Eigenwerten sind, ist dann
aquivalent zu

M 0 0
U'AU =D = |0 X\ 0
0 0 N

Da U orthogonal ist, impliziert dies umgekehrt die Gleichung A = UDU! =
UDU?T. Da D eine Diagonalmatrix ist, ist jede solche Matrix A also schon sym-
metrisch. Somit ist die gesuchte Menge von Matrizen gleich

M 00 Lt M 0 =N
Ul0 X 0|UT | M, eR} = 3 0 2\ 0 M, A eR
0 0 X A=A 0 A+ N

a 0
= 0 a+b 0]|abeR
b 0

S

Schliesslich folgt daraus, dass die Bedingung A\, = A3 die einzige Einschrankung
an die Eigenwerte ist.

*24. Zeige: Fiir jede nilpotente n x n-Matrix N iiber K ist exp(/N) &hnlich zu I,, + N.

Lisung: Falls N dhnlich zu einer Matrix N’ ist, also STINS = N’ ist fiir eine
invertierbare Matrix S, dann gilt:

S ML, +N)S=1,+S'NS=1I,+N
S~texp(N)S = exp(S'NS) = exp(N').

Also ist auch [, + N dhnlich zu I,, + N', und exp(NN) éhnlich zu exp(N’). Da
Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist, folgt daraus, dass I, + N genau dann
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dhnlich zu exp(N) ist, wenn I, + N’ dhnlich zu exp(N’) ist. Es geniigt daher die
Aussage fiir eine Matrix /N in Jordanscher Normalform zu zeigen.

Falls die Aussage fiir jeden Jordanblock zum Eigenwert 0 gilt, so folgt aus der
Zerlegung von N in eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblocken auf den Diago-
nalen, dass sie auch fiir NV gilt. Es geniigt daher die Aussage fiir einen Jordanblock
beliebiger Grosse n der Form

0 1
N =
1
0
zu zeigen.
Dafiir kénnen wir nun explizit berechnen:
2 N3 5.<.
N—In:N——...:<L> .
exp(N) ot T G — )/ 1<ij<n

Dies ist eine strikte obere Dreiecksmatrix, fiir die alle Eintrdge unmittelbar ober-
halb der Hauptdiagonalen nicht verschwinden. Aus dem Beispiel in §8.6 der Zu-
sammenfassung folgt daraus, dass exp(N) — I,, dhnlich zu N ist. Es existiert also
eine invertierbare Matrix S mit S™!(exp(N) — I,,)S = N. Damit ist aber auch
S~lexp(N)S = I, + N und somit exp(NN) dhnlich zu I,, + N, wie zu beweisen war.

*25. Sei A eine beliebige n x n-Matrix iiber K und betrachte den Unterraum
U(A) := {B e Mat,,,(K) : AB = BA}.

(a) Finde eine Basis von U(A) fiir die reelle Matrix

00 4
A= 2 2 —4
1 0 0

(b) Zeige: n < dimU(A) < n?.
(¢) In welchen Féllen gilt Gleichheit in (b)?

Lésung: Sei S eine invertierbare n x n-Matrix. Eine n x n-Matrix B kommutiert
mit D := S7'AS genau dann, wenn SBS™! mit A kommutiert. Es gilt also

(1) U(A) = {SBS™'|BeU(D)}.
(a) Mit
2 0 2
S=101 -2
10 -1
gilt
20 0
D:=S'AS=102 0
00 —2
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Die Matrix A ist also diagonalisierbar.

Eine Matrix B kommutiert mit der Diagonalmatrix D genau dann, wenn B
die Eigenrdume von D invariant lédsst, also von der Blockform

- (542)

ist mit Blockmatrizen C' und D der jeweiligen Grosse 2 x 2 und 1 x 1.
Mit den Elementarmatrizen Ey, := (0;x0;¢)1<i ;<3 fiir alle k, £ = 1,2, 3 erhalten
wir also

U(D) = <E11; E127 E217 E22; E33>

und somit
$ 01 12 =2 000
U(A):<000,000,i05,
Lo} 11 -1 000
00 0 1o -1
%1—1,—%01>
00 0 -0

Da U(A) ein Unterraum des Raumes aller n x n-Matrizen ist und dieser
Dimension n? hat, gilt dim U(A) < n?. Wir miissen also dim U(A) > n zeigen.
Wegen (1) ist die Dimension von U(A) invariant unter Ahnlichkeit. Wir
konnen also annehmen, dass A Jordansche Normalform hat, also von der
Form

Ji
A —
I
ist mit Jordanblécken J; der Grosse n; fiir + = 1,..., k. Eine Blockmatrix
By
B —
By,

mit Blocken B; der Grosse n; kommutiert mit A genau dann, wenn B; mit J;
kommutiert fiir alle . Daraus erhalten wir eine Einbettung

U(J)B---BUL) — UA),

und somit die Ungleichung
k
dimU(A) = ) dimU(J;).
i=1
Die Aussage folgt nun aus der folgenden Behauptung.

Behauptung 1. Fiir jeden Jordanblock J der Grosse m gilt dim U(J) = m.
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Beweis der Behauptung. Die Matrizen I,,,J, ..., J™ ! kommutieren mit J.
Falls die Matrizen I,,,J,...,J™ ! linear abhiingig sind, existieren Elemente
ag, . .., am—1 € K, die nicht alle verschwinden, mit

aolm + a1 J + -+ a1 J™H = 0.

Das Polynom ¢(X) := 37" ¢; X" hat also Grad deg ¢(X) < m— 1 und erfiillt
q(J) = 0. Nach Definition teilt das Minimalpolynom von J das Polynom
¢(X) und muss folglich Grad kleiner als m haben. Das Minimalpolynom eines
Jordanblocks ist aber gleich seinem charakteristischen Polynom, also hat es
Grad m. Dies ist ein Widerspruch. O]

Es gilt dim U(A) = n? genau dann, wenn A mit allen n x n-Matrizen kommu-
tiert. Dies ist so genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Es bleibt zu untersuchen, wann dimU(A) = n ist. Wie in (b) konnen wir
dabei ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass A Jordansche
Normalform

Ji
A —
i
hat mit Jordanblocken J; der Grosse n;. Betrachte eine beliebige Blockmatrix

vom selben Typ

B:

Dann gilt AB = BA genau dann, wenn fiir alle 7 und j die Gleichung
() JiBij = Bi;J;

gilt. Diese Bedingung betrifft jeden Block B;; separat.
Fiir einen Diagonalblock B;; ist die Bedingung dquivalent zu B;; € U(.J;).
Deshalb zeigen wir zuerst:

Behauptung 2. Fiir jeden Jordanblock J der Grosse m gilt dim U(J) = m.

Beweis: Sei e, := (0,...,0,1)T der m-te Standard-Basisvektor. Aus der
Konstruktion des Jordanblocks oder durch direktes Nachpriifen folgt, dass
die Vektoren e,,, Je,,, ..., J™ e, eine Basis von K™ bilden. Sei nun B eine
Matrix, die mit J kommutiert. Fiir jedes ¢ gilt dann

Lg(J'en) = BJ'e,, = J'Be,y, .

Da die Vektoren e,,, ..., J™ 'e,, eine Basis von K™ bilden, ist die Abbildung
Lp und somit auch die Matrix B bereits durch den Vektor Be,, eindeutig
bestimmt. Dies bedeutet, dass die lineare Abbildung

U(J) =V, B Bey

injektiv ist. Also gilt dim U(J) < dim K™ = m. Zusammen mit Behauptung
1 aus (b) folgt daraus dim U(J) = m. O
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Behauptung 3. Es gilt dim U(A) = n genau dann, wenn die Matrixgleichung
() fiir alle 4 # j nur die Nullmatrix B;; = O als Losung besitzt.

Beweis: Aus Behauptung 2 folgt, dass die Blockdiagonalmatrizen in U(A)
einen Unterraum der Dimension ny +...+n; = n bilden. Also ist dim U(A) =
n genau dann, wenn dieser Unterraum schon gleich U(A) ist, das heisst, wenn
jede Matrix in U(A) bereits eine Blockdiagonalmatrix des obigen Typs ist.
Aufgrund der Bedingung (=) ist dies dquivalent zur genannten Aussage. [

Behauptung 4. Gehoren die Jordanblocke J; und J; zu verschiedenen nor-
mierten irreduziblen Polynomen, so hat die Matrixgleichung (x) nur die Null-
matrix als Losung.

Beweis: Als Jordanblocke haben J; und J; charakteristische Polynome der
Form p!" bzw. p;nj mit normierten irreduziblen Polynomen p; und p;, wel-
che nach Voraussetzung verschieden sind. Nach Cayley-Hamilton gilt dabei
pi(J;) = O und p;nj(Jj) =0.

Wir zeigen zuerst, dass die Matrix p?'j(JZ-) invertierbar ist. Betrachte dafiir
den Unterraum U := {v e K™ p;nj (J;)v = 0}. Wie bei der Konstruktion des
Hauptraums ist dieser Unterraum invariant unter Linksmultiplikation mit J;.
Sei f der davon induzierte Endomorphismus von U. Nach Konstruktion von U
gilt dann p;” (f) = 0, und wegen p;"*(.J;) = O gilt auch p;"(f) = 0. Somit ist
das Minimalpolynom von f sowohl ein Teiler von p;-nj als auch ein Teiler von
p;". Nach Voraussetzung sind diese Polynome aber teilerfremd. Somit ist das
Minimalpolynom von f gleich 1, was nur fiir den Nullraum U = {0} moglich
ist. Somit hat die Matrix p;nj (J;) vollen Rang und ist daher invertierbar.

Betrachte nun eine Matrix B mit J;B = B.J;. Dann gilt auch J'B = BJJ”-c
fir alle £ > 0 und somit ¢(J;) B = By(J;) fiir jedes Polynom ¢ € K[X]. Fiir
@ = p;” erhalten wir

PP)-B = B-p(]) = B-O = 0,

Da p;-nj (J;) invertierbar ist, folgt daraus B = O, was zu zeigen war. O

Behauptung 5. Gehoren verschiedene Jordanblocke J; und J; zu demsel-
ben normierten irreduziblen Polynom, so hat die Matrixgleichung () eine
nichttriviale Losung.

Beweis: Nach Voraussetzung haben die Jordanblécke J; und J; die charakte-
ristischen Polynome p™ bzw. p™i mit Exponenten m;, m; > 1 und demselben
normierten irreduziblen Polynomen p. Diese Jordanblécke sind ihrerseits wie-
der Blockmatrizen der Form

P En

9

Ea
P

wobei P die Begleitmatrix des Polynoms p ist und alle nicht dargestellten
Blocke gleich Null sind. Sei d die Grésse von P. Fiir die m; x m;-Blockmatrix

Iy
B =
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folgt dann durch direkte Rechnung J;B = BJ;. O

Fazit. Behauptungen 3 bis 5 implizieren, dass genau dann dimU(A) = n
ist, wenn es zu jedem normierten irreduziblen Faktor von char(X) genau
einen Jordanblock gibt. Wir wissen bereits, dass fiir jeden Jordanblock das
Minimalpolynom gleich dem charakteristischen Polynom ist, und dass sich
die Minimalpolynome iiber die verschiedenen Hauptraume aufmultiplizieren.
Also gilt dim U(A) = n genau dann, wenn das Minimalpolynom von A gleich
dem charakteristischen Polynom von A ist.

26. Sei A eine komplexe n x n-Matrix, deren Eigenwerte alle den Betrag < 1 haben.
Beweise, dass die Matrix I,, — A invertierbar ist und berechne ihre Inverse.

Léosung: Sei U eine invertierbare Matrix, so dass
J1
J = U'AU =
I
in Jordannormalform ist mit Jordanblocken J; := A;I,;,; + Ny, der Grosse m; x m;

mit der {iblichen nilpotenten Matrix N, fiir alle 1 < j < r. Wie in Aufgabe 1 der
Serie 15 impliziert die binomische Formel fiir alle £ > 0 die Gleichung

m;—1
4 k
k k—20 l
JE = YA <£)ij.
/=0

Fiir jedes ¢ > 0 hat dabei die Matrix Nf;Lj genau max{m; — ¢,0} Eintrige 1
und sonst nur Eintrdge 0. Fiir die in Abschnitt 9.6 eingefithrte Matrixnorm gilt
daher HNflj | < m;. Sei nun k > n. Aus der Voraussetzung |\;| < 1 folgt dann die

Ungleichung |A;|=¢ < [A;[* fiir alle 0 < ¢ < m;. Ausserdem gilt (§) < &% < k™.
Insgesamt erhalten wir daraus die Abschéitzung

i—1

m;—1 m

J B k J - .
< X (G )Ivel < X IRy = DR

£=0 £=0

Nach Voraussetzung ist ¢ := max{|\|,...,|\;|} < 1. Mit der Dreiecksungleichung
fiir die Norm | || folgt daher

[T < DOITEL < S IR mS < PR,

j=1 j=1
Mit der Submultiplikativitdt der Matrixnorm folgt daraus

_ _ n _ k

|A5| = us U=t < U0 < [UlERE U = oc?)

fiir K — co. Daher ist die Reihe Y ;7 ; A¥ absolut konvergent. Die absolute Kon-
vergenz rechtfertigt nun die Rechnung

0 0 0 ©
(]n_A).ZAk _ Z(Ak_Ak—i-l) L ZAk_ZAk;.H _
k=0 k=0 k=0 k=0

Somit ist I, — A invertierbar mit der Inversen Y., , A*.

o]

0
A"“—ZA’“ = I,
0 k=1
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1 4 0 0 0 8 6 0 0 O
-1 -3 0 0 0 -12 -9 0 0 0
27. Seien A:=1 0 0 2 1 O0f|und B := 0 0 3 0 0
o o0 1 3 1 9 6 0 —8 12
O 0 -1 -2 1 6 4 0 —4 6

Bestimme die Jordansche Normalform von A und von B, sowie zugehorige Jordan-
Basen von R®.

Losung: (A) Wir bestimmen die Jordansche Normalform von A, indem wir die
Jordansche Normalform der einzelnen Blécke

2 1 0
1 4

bestimmen.

(A1) Die Matrix A; hat das characteristische Polynom
chary, (X) = X2 +2X +1 = (X +1)?,

also ist —1 der einzige Eigenwert von A;. Wegen A; + I, = (_f _;1) # 0 hat A,

genau einen Jordanblock zum Eigenwert —1 der Grosse 2 x 2. Sei vy ein beliebiger
Vektor, der nicht in Kern(A; + I) liegt, also zum Beispiel v; := (1,0)”. Dann
bildet

(Ao, v1) = ((2,-1)",(1,0)7)

eine Jordanbasis von R? zu A;.

(A2) Das charakteristische Polynom von A, ist
chary,(A) = X? —6X% + 12X — 8 = (X — 2)*,

also ist 2 der einzige Eigenwert. Wir haben

0 1 0 1 1 1
Ay — 215 = 11 1], (Ay—2L)°= 0 0 0
-1 -2 -1 -1 -1 -1

und (A —2I3)F = 0 fiir alle £ > 3. Die Matrix A, hat also einen 3 x 3-Jordanblock
zum Eigenwert 2. Sei w; € R® \ Kern((A — 2I3)?) beliebig, also zum Beispiel sei
wy = (1,0,0)”. Dann ist

(A — I3)*w1, (As — I)wy,wi) = ((1,0,—1)",(0,1,-1)",(1,0,0)")

eine Jordanbasis von As,.

Wir schliessen, dass A die Jordansche Normalform

N = OO



besitzt mit der zugehorigen Jordanbasis

O = O O
_ o O O
OO = OO

-1 -1

S OO O =

(B) Durch Spaltenentwicklung entlang der dritten Spalte erhalten wir das charak-
teristische Polynom

X-8 —6 0 0 0
12 X -9 0 0 0
charp(X) = det 0 0 X-3 0 0
-9 —6 0 X+8 —12
—6 —4 0 4 X -6
X-8 -6 0 0
12 X+9 0 0
(X =d)det g T 5 x g 12
6 -4 4 X-6
X-8 —6 X+8 —12
=(X—3)-det< 19 X+9)-det< 4 X—6>

=(X=3)- (X*+X) - (X?+2X)
= (X =3)(X +1)(X +2)X%
Folglich hat B die Eigenwerte —2, —1, 0 und 3.

Da die Eigenwerte —2, —1 und 3 mit geometrischer Vielfachheit 1 auftreten, haben
die zugehorigen Jordan-Blocke Grosse 1. Fiir diese geniigt es deshalb, jeweils einen
Eigenvektor zu bestimmen. Die Eigenrdume sind dann

Eig_,(B) = ((0,0,0,2,1)",
Eig_,(B) = ((2,-3,0,0,0)",
EigB(B) = <<0> 07 17 07 0)T>

Sodann betrachten wir den Eigenwert 0 der Vielfachheit 2. Wir berechnen
-8 —6 0 0 0

12 9 0 0 0
Br=|10 0 9 0 0
0 0 0 16 —24
0 0 0 8 —12

und
Kern(B) = span {(0,0,0,3,2)"}.
Haux (B) = Kern(B*) = span {(3,—4,0,0,0)",(0,0,0,3,2)"} .

Sei w € Kern(B?) \ Kern(B) beliebig, zum Beispiel w := (3,—4,0,0,0)". Dann
bildet
(Bw,w) = ((0,0,0,3,2)",(3,—4,0,0,0)")
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*28.

eine Jordanbasis des Hauptraums Hauy (B).

Insgesamt schliessen wir, dass B die Jordansche Normalform

-2 0 000

0 -1.0 00

0O 0 010

0O 0 000

0O 0 00 3

mit der zugehorigen Jordanbasis

0 2 0 3 0
0 -3 0 —4 0
of, { o, (O], ] 0], |1
2 0 3 0 0
1 0 2 0 0

besitzt.

Seien f und g Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Zei-
ge, dass die Endomorphismen fg und gf dasselbe charakteristische Polynom ha-
ben.

Losung: Wihle eine geordnete Basis (vy, ..., v,) von Kern(f) und erweitere sie zu
einer geordneten Basis B := (vy,...,v,) von V. Die Vektoren w; := f(v;) fiir alle
r < i1 < n bilden dann eine geordnete Basis von Bild(f). Erweitere diese zu einer
geordneten Basis B’ := (wy,...,w,) von V. Die zugehéorige Darstellungsmatrix
von f ist dann die folgende Blockmatrix mit s :=n — r:

wlfls = (%%) .

Schreibe die Darstellungsmatrix von g beziiglich der vertauschten Basen ebenfalls

A B
B g |B/ C( *

Die zusammengesetzten Endomorphismen haben dann die Darstellungsmatrizen

sofle = ol 1s - (15 ) (619) = (o)
plids = olfle sl = (o1 7) (2a) = (215 ):

Die charakteristische Polynome dieser Blockdreiecksmatrizen hdngen von den Ein-
tragen ausserhalb der Blockdiagonale, also von B bzw. C', nicht ab. Sie sind also
beide gleich dem charakteristischen Polynom der Blockmatrix

(617)
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*29.

*30.

Aliter: Wegen der Funktorialitdt von Alt" und wegen Spur(F o G) = Spur(G o F)
fiir alle Endomorphismen F, G eines endlich-dimensionalen Vektorraums gilt

Spur(Alt"(f o g)) = Spur(Alt"(f) o Alt"(g))
= Spur(Alt"(g) o Alt"(f))
— Spur(AlY (g )

fiir alle r > 0, also mit n = dim(V') und Serie 24 Aufgabe 2 somit

n

char o, (X) = Z )" Spur(Alt"(fog)) X"

— 2 )" Spur(Alt' (g o f)) X"
= chargof(X) )

Sei T': V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen unitdren Vektor-
raums (V,{ , »), so dass gilt

Vo,weV: (v,wy=0 = (T(v),T(w))=0.

Zeige, dass eine unitédre Abbildung S : V — V und ¢ € C existieren mit T'= ¢ - S.
Hinweis: Untersuche den Endomorphismus f :=T* o T.

Léosung: Nach Definition der Adjungierten T* und der Voraussetzung gilt fiir alle

v,weV:
(,w) = 0= {f(v),w) =T (v), T(w)) = 0.
Also ist f(v) orthogonal zu allen Vektoren, die orthogonal zu v sind. Daher gilt

fv) e () =<,

mit anderen Worten f(v) = A\,v fiir ein A\, € C. Fiir je zwei linear unabhéingige
Vektoren v, w € V folgt dann A\,v + A,w = f(v) + f(w) = f(v+w) = A\ppw(v+w)
und somit A, = A1 = Ay. Insgesamt zeigt dies, dass f = b-idy ist fiir ein b € C.

Sodann ist f selbstadjungiert nach Konstruktion, und deshalb ist b € R. Wegen
b- (v, v) = (bv,v) = (f(v),v) = (T(v),T(v)) = 0

fir alle v folgt zudem b > 0. Im Fall b = 0 ist dann (T'(v),T(v)) = 0 fiir alle v
und somit 7'(v) = 0. Die gewiinschte Aussage gilt in diesem Fall mit ¢ := 0 und
S :=idy. Im Fall b > 0 sei ¢ := v/bund S := T/+/b. Wegen S*S = T*T/b = f/b =
idy ist dann S unitédr und es gilt T' = ¢S.

Eine reelle homogene Form vom Grad d in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

mit x = (z1,...,2,) und reellen Koeffizienten a;, . Die Menge all dieser ist ein
reeller Vektorraum Vian. Zeige, dass die Restztutwns Abbzldung

Res: Sym*(R™,R) — Vi, ¢ +— q,(2) := ¢(z,...,2).
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ein Isomorphismus ist.

Hinweis: Untersuche die Polarisations-Abbildung

Pol: Vd,n — Symd(an R)v (](33) = ©q

mit
(v ) L0 Ol gltivn + - + tava)
7...”U e
PqelU1 d dl oty - ot Lo 1U1 dUd
fiir alle vy, ...,vy € R™ und fiir reelle Variablen ¢4, ..., 4.
Lésung: Fiir jede symmetrische Form ¢ € Sym?(R™, R) und fiir alle v, ..., v4 € R®
gilt
P(RGS(QO))(UM s 7Ud)
1 0 0
= — = e Res(p)(tivr + -+ +tqv
dloti|, g  Ftal,_o ()t )
10 0 ( % $
= — tl"Ui,..., tﬂ]l)
Aot |,y Palyy” ; ;
10 0 .
Aot |,y Ptaly il’%_l v tap(on
Falls in der Summe verschiedene Indizes ¢; und 7; existieren mit k := ¢; = iy,

dann hat die Variable ¢, im zugehorigen Term einen Exponenten > 2 und folg-
lich verschwindet der Term durch die Ableitungsoperatoren. Es geniigt daher nur
paarweise verschiedene Indizes i1, ..., 74 zu betrachten. Wegen 1 < i; < d fiir alle
J stehen diese in bijektiver Korrespondenz zu den Permutationen S; der Grosse d.

Der obige Ausdruck ist daher gleich

10
d! oty

L2
ot

t1=0

also wegen der Symmetrieeigenschaft von ¢ und wegen |Sy| = d! gleich

1
I Z o(vr, ..., vq) = p(v1,...,04) .

' O’GSd

Also gilt P o Res = idgya(gn g)-

1
Z tq - 'td%p(va(l)a R ,Uo-(d)) = E Z (;0(/00'(1)7 . ,'Ua(d))y

tq=0 o€Sy ’ o€Sy

Fiir alle reellen homogenen Formen g vom Grad d und fiir alle v € R™ gilt

Res(P(q))(v) = P(g)(v,...,v)

IR a
10 F

= e — b4t
10 F .

- — cee b 4ot )
Aot _,  ota td:O( 1+ ) ()
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Aus der Kettenregel folgt

<
ot

0

e it )= )
e (t1 4+ -+ tg)

tq=0

t1=0

und somit
Res(P(g))(v,...,v) = q(v).

Als gilt auch Res o P = idy,. Die Abbildung P ist also ein Isomorphismus.

Bemerkung: Die Polarisations-Abbildung kann alternativ auch durch die folgende
Formel definiert werden:

Sﬁq(vh---ﬂ]d) = _, Z (—1)d_”"90(2iewz')-

Betrachte zwei K-Vektorrdaume V', W sowie einen Unterraum V' < V.

(a) Konstruiere einen natiirlichen injektiven Homomorphismus
V'@ W — Vg W

Identifiziere V' ®x W mit seinem Bild.

(b) Konstruiere einen natiirlichen Isomorphismus
Ve W)/(V'ox W) = (V/V')®x W.

Losung: Nach Definition von V ®x W ist die Abbildung V x W — V ®x W,
(v,w) — v ®w bilinear. Somit ist auch ihre Einschrinkung V' x W — V ®x W
bilinear. Nach der universellen Eigenschaft von V' ®x W existiert also eine ein-
deutige lineare Abbildung i, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

(v, w) VIXWe——V xW (v, w)

[ ]

v w V’®KW—Z'>V®KW v w

Dabei bezeichnen wir das Bild eines Paars (v, w) € V! x W in V' ®x W mit v ® w,
zur Unterscheidung von seinem Bild v @ w in V ®x W.

Die Abbildung ¢ ist natiirlich, das heisst, sie héngt von keiner Wahl ab. Nun
wahlen wir aber eine Basis B’ von V'’ und erweitern sie zu einer Basis B von V.
Ausserdem wéhlen wir eine Basis C' von W. Dann bilden die Elemente b®c fiir alle
(b,c) € B x C eine Basis von V ®x W. Andererseits bilden die Elemente b ®' ¢ fiir
alle (b, c) € B' x C eine Basis von V' ®x W. Fiir diese gilt aber nach Konstruktion
i(b® ¢) = b®c; somit bildet i eine Basis von V' ®x W bijektiv auf eine Teilmenge
einer Basis von V ®g W ab. Daher ist 7 injektiv, und (a) ist gezeigt.

Aliter: Die Inklusionsabbildung ¢: V/ < V., v/ +— v ist linear. Nach der Funk-
torialitdt des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbildung
= 1Qidy: V' QW - V®r W mit i(v® w) = v®uw fiir alle (v,w) € V' x W.

Fahre weiter wie oben.
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(b) Die kanonische Abbildung 7: V' — V/V' v — v + V' ist linear. Nach der
Funktorialitdt des Tensorprodukts haben wir daher eine eindeutige lineare Abbil-
dung p =7 ®idy: Vg W — (V/V') @k W mit p(v @w) = (v + V') @ w fiir
alle (v,w) eV x W.

Wiéhle Basen B’, B, C' wie oben. Dann bilden die Elemente 7(b) = b+ V' fur alle
be B"” := B~ B’ eine Basis von V/V’. Somit bilden die Elemente (b + V') ® ¢ fur
alle (b,c) € B” x C eine Basis von (V/V') ®x W. Der Klarheit wegen betrachte
die Teilmengen

B = {b®c| (b,c)e BxC},
B = {b®c]|(bc)e B xC},
B" = {b®c| (b,c)e B" x C}

von V@ W. Dann ist ~B eine Bas}s von V®x W und B’ eine Basis des Unterraums
V'®kx W, und es gilt B = B’ Ly B”. Nach Konstruktion gilt fiir alle (b,¢) € B x C

(b+V)®c fallsbe B,

b =
plo®c) { 0 falls b e B', da dann 7(b) = 0 ist.

Also bildet p die Basis B’ von V' ®x W auf 0, aber die Basis B” eines Komple-
ments bijektiv auf eine Basis von (V/V') @ x W ab. Deshalb ist p surjektiv mit
Kern V' ®x W. Nach Serie 11 Aufgabe 1d induziert p somit den gewiinschten
Isomorphismus.

Da schliesslich p von keiner Wahl abhéangt, sind p und der so gefundene Isomor-
phismus natiirlich.

Seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und p eine natiirliche Zahl. Ein
Element von A"V der Form v; A ... A v, fiir Vektoren vy, ..., v, € V heisst rein.
Betrachte ein beliebiges nicht-verschwindendes Element o € A" V. Zeige: Der Kern
der Abbildung

+1
fa: V—>/\p V.,v—uvAa«a
hat Dimension < p, und es gilt Gleichheit genau dann, wenn « rein ist.

Lésung: Wihle eine Basis (eq, . . ., e) von Kern( f,) und erweitere sie zu einer Basis
(e1,...,€e,) von V. Dann bilden die Elemente e;, A ... A ¢;, fiir alle Indices 1 <
i1 < ... <1, <n eine Basis von APV. Folglich existieren eindeutige Koeffizienten

.....

a = Z Qg iy €ig AN oo N €
1I<ip<..<ip<n

Fiir jedes j € {1, ..., k} gilt dann nach Konstruktion

0 = € N = Z ozilmipej/\eil/\.../\eip.

I<ii<..<ip<n

Hier ist nun aber e; A e;; A ... Ae;, = 0im Fall j € {,...,4,}, und andernfalls

ist es gleich + eines der entsprechenden Basiselemente von A”™' V. Da letztere
linear unabhéngig sind, folgt daraus

iy, =0 firalle 1 <ip <...<idp, <nmit j¢{i,... 0}
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Kontrapositiv gesagt bedeutet dies
Je{in, ... iy} firallel <i; <...<i, <nmit oy 4, #0.
Da j e {1,...,k} beliebig war, gilt also
(*) {1,...,k} < {ir,...,ipp fliralle 1 <idyp <...<i, <nmita;, 4, #0.
Wegen a # 0 gibt es mindestens ein solches ay,.;, # 0, und fiir dieses folgt

dim Kern(f,) = k < p, die erste zu beweisende Aussage.

Andererseits impliziert (), dass
=€ N...N€ENT
ist fiir ein n € AP7*V ~ {0}. Im Fall dim Kern(f,,) = k = p ist dann n e A°V = K

ein Skalar, also a = (nvy) A ... A v, rein.

Sei schliesslich umgekehrt @ = v; A ... A v, € APV ein nicht-verschwindendes
reines Element. Nach Serie 26, Aufgabe 2c sind die Vektoren vy, ..., v, dann linear
unabhéngig. Nach Serie 26, Aufgabe 4 ist weiter Kern(f,) = (v1,...,v,), also gilt
dim Kern(f,) = p, was zu zeigen war.

Betrachte eine 4 x 2-Matrix M = (m;;)1<i<4, 1<j<2 und bezeichne ihre 2 x 2-Minoren
mit M;; = det (m“ mﬁ) fir alle 1 <i<7j<4.

Existiert eine reelle 4 x 2-Matrix M mit (Mo, My3, M14, Moz, Moy, Ms4) gleich
(a) (2,3,4,5,6,7) 7
(b) (3,4,5,6,7,8) ?
(¢) (1,5,3,3,2,1) ?
(Hinweis: Rechne in A?R*!)
Lisung: Sei (eq, 2, e3,e4) die Standardbasis von R*.
Ist M = (v; v2) mit vy, vy € R* eine 4 x 2-Matrix mit den 2 x 2-Minoren M;; fiir

alle 1 < i < j <4, so folgt aus direktem Nachrechnen

V1 N\ Uy = Z Mije,» N Ej.

1<i<j<4

Umgekehrt ist jedes reine dussere Produkt oo € A2R* von dieser Form. Wir miissen
also priifen ob die Elemente

(a) g :=2e1 Aeg+3e; Aes+4der Aey+ Heg Aez+ 6eg Aey + Teg A ey
(b) ag:=3e; Aeg+4e; Aez+D5ep A ey + 6eg Aeg+ Tea Aeg+ 8es A ey

() az:=1le; Aeg+D5eyp Aneg+3er Aeg+ 3ea Aeg+ 2es Aey+ les A ey
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rein sind. Nach Serie 26, Aufgabe 6b ist ein Element o € A%2R* rein genau dann,
wenn o? = 0 ist. Wir rechnen

041/\06122'<2'7'(€1/\62)/\(63/\64)-1-3'6'(61/\63)/\(62/\64)

+4-5-(61/\e4)A(62/\63))
22-(2'7—3'6+4-5)61A62/\63/\64
=32-e1Anegne3nes #0
042/\04222'(3'8—4'7+5'6)61A€2/\63/\64
=5H2-egAeagAne3Anes 0
agnag3=2-(1—-10+9)-egneasnesnes=0.

Also existiert eine 4 x 2-Matrix mit den angegebenen Minoren im Fall (c), aber

nicht in den Féllen (a) und (b).

Zeige: Fiir je zwei K-Vektorrdume V und W und fiir jedes £ > 0 gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

H(AveANw) = Nvaw).

i+j=k

Losung: Seien vy : V - VEHW, v — (v,0) und tyy: W - VEHW, w— (0,w) die
natiirlichen Inklusionen. Fiir jedes i + j = k betrachte die Abbildung

. . LXi,LXj K k
i : Vix W M (VI/V)’€ SEAEN /\ veEw),
wobei k die universelle alternierende Abbildung bezeichnet. Da « alternierend ist,
gilt fiir alle vy,...,v; € V und wy,...,w; e W
i (V1, . v W, wy) = 880(0) i (Va1)s - - - Vo) Whs - - - W)
= sgn(7)pij (V1, - - ., Vi, Wr1), - - -, Wr(j),

fir alle 0 € S; und 7 € S;. Durch Anwenden der universellen Eigenschaft von
(A", ky) und (AW, k) erhalten wir eine Abbildung

g NV Nw— Nvew)

mit @;; = ¥;;0(ky, kw). Aus der Multilinearitét von ¢;; folgt durch direktes Nach-
priifen, dass 1;; bilinear ist. Mit der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes
(ATV @ ATW, t) erhilt man somit eine Abbildung

g ANVe NWw - Nvaw)

mit 1;; = 1;; o t. Betrachte die induzierte Abbildung

E:mjz (/\V@/\ w) - - Nwvaw).

itj=k

Wir zeigen die Abbildung E ist ein Isomorphismus.
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Sei B eine geordnete Basis von V und sei B’ eine geordnete Basis von W. Dann
ist fiir jedes ¢

by A ... ADb; fiir alle by € B mit by < ... < b; eine Basis von /\lV,
und fiir jedes j
Vi A... Al fiir alle by € B mit b} < ... <} eine Basis von /\jW.
Somit ist
(b1 Ao AD) @ (D) AL A D)
fiir alle b, € B mit by < ... < b; und fiir alle b, € B mit b} < ... <]
eine Basis von A’ V® A’ W. Wenn incl;j : AV QAW — Hiyjr— (/\i,V ® /\j’W)
die natiirliche Inklusion bezeichnet, ist also
inclz-j<(b1 Ao Ab)® (B AL A b;)) fir alle ¢ + j = k,
fiir alle by € B mit by < ... < b;, fiir alle b, € B’ mit b} < ... <b}
eine Basis von [, ;_, (/\l VN W)
Andererseits ist
B":={(b,0)|be B} u {(0,V)|V € B'}

zusammen mit der Ordnung

(b1,0) < (b2,0) <= by < by fiir alle by, by, € B
(b,0) < (0,1) fir alle be B,V € B’
(0,07) < (0,0)) <= b} < fiir alle b}, b, € B’

eine geordnete Basis von V @ W, also

(b1,0) Ao A (D5, 0) A (0,07) Ao A (0,07)  fiir alle i + 5 =k,
fiir alle by € B mit by < ... < b;, fiir alle b, € B’ mit b’1<...<b;-
eine Basis von /\k(V W). Wir zeigen, dass E die eine gewihlte Basis bijektiv
auf die andere abbildet:
Fiir alle ¢ + 7 = k und fiir alle by,...,b; € B mit b; < --- < b; und fiir alle
Vy,...,bj€ B'mit b} < ... <0 gilt
E (inclij ((by A ... A ) @ (B A ... A D))
=i ((by Ao AL) @ (V) AL A D))
=77ijot(bl/\.../\bi,b’1/\.../\b;-)
=¢ij(bl/\...Abi,bll/\.../\b;)
:djijO(/iv,/iw)(bl,...,bi,bll,...,b;)
=gpij(bl,...,bi,b’l,...,b;)
= £((b1,0), ..., (:;,0),(0,8)),...,(0,0))
= (b1,0) Ao A (0, 0) A (0,07) Ao A (0,0]).

Also bildet E die Basis von B, j— (A'V ® AJW) bijektiv auf die Basis von A*(VH
W) ab, ist also ein Isomorphismus.
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