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Prof. Lang

Probepriifung

Rechnungen

1. Fiir welchen Wert ¢ > 0 beriihrt das Ellipsoid 2% + 2y + 322 = ¢ die Ebene
2x + 2y + 3z = 9 tangential, und in welchem Punkt?

2. Berechnen Sie den von der Kurve v: [—5, 5] — R?, ~(t) = (cos(t),sin(2t)), einge-
schlossenen Flécheninhalt.

3. Wird die Strecke von (2,0,—1) nach (1,0,1) um die z-Achse rotiert, so ent-
steht eine Rotationsfliche S. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes (z,y, z) —
(32, 3y, —z) durch S von innen nach aussen.

4. Losen Sie das Anfangswertproblem y”(t) + 2y/(t) + 2y(t) = 6, y(0) = 3/'(0) = 0.

Theorie

5. Es seien XY zwei metrische Rdume, und X sei kompakt. Sei f: X — Y eine
stetige Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass f(X) kompakt ist.
(b) Zeigen Sie, dass f gleichméssig stetig ist.

6. Sei f: U — R" ein stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet U C R™.

(a) Zeigen Sie: Gibt es zu f ein Potential F': U — R, so ist f konservativ.

(b) Zeigen Sie: Ist f stetig differenzierbar und besitzt f ein Potential, so erfiillt
f = (fi,..., fn) die Integrabilititsbedingungen 0;f;, = Oy f; fiir alle 5. k €
{1,...,n}.

(c) Geben Sie ein Beispiel eines Gebiets U C R? und eines konservativen glat-
ten Vektorfelds f = (f1, fo): U — R?, welches die Integrabilititsbedingung
01 fo = 0o fy erfiillt aber kein Potential besitzt (diese Eigenschaften sind nach-
zuweisen).



Multiple Choice

7. Welche der folgenden Aussagen iiber vollstindige metrische Rdume sind stets
wahr?
(a) Jede vollstandige Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen.

(b) Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes ist
vollstandig.

(c) Jeder vollsténdige und beschrénkte metrische Raum ist kompakt.
(d) Jeder kompakte metrische Raum ist vollstdndig und beschrankt.

8. Sei U C R"™ eine nichtleere, offene Teilmenge und f: U — R™ eine Funktion.
Welche der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Existieren alle partiellen Ableitungen von f in einem Punkt zy € U, so ist f
in xy stetig.

(b) Existieren alle Richtungsableitungen von f in einem Punkt zy € U, so ist f
in x( differenzierbar.

(c) Existieren alle partiellen Ableitungen von f auf ganz U und sind diese stetig,
so ist f auf U differenzierbar.

(d) Ist f auf ganz U differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen von
f auf U und diese sind stetig.

9. Welche der folgenden Aussagen iiber Untermannigfaltigkeiten sind stets wahr?

(a) Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” und N C M offen
in M, so ist N selbst eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(b) Die Vereinigung von zwei disjunkten k-dimensionalen Untermannigfaltigkei-
ten von R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

(c) Das kartesische Produkt einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R™
und einer [-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R™ ist eine (k + [)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*".

(d) Sind M, N zwei (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R" fiir
n > 2, und gilt T,M # T,N fiir allep € M NN, so ist M N N eine (n — 2)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

10. Sei A eine reelle n x n-Matrix. Welche der folgenden Aussagen iiber die Losungen
des linearen Differentialgleichungssystems & = Ax sind stets wahr?

(a) Jede Losung x: R — R™ mit sup,. ||z(t)||2 = oo wéchst fiir ¢ — oo exponen-
tiell.



(b) Es gibt genau dann eine nicht-triviale konstante Losung z: R — R™, wenn
det(A) = 0 ist.

(c) Ist Areell diagonalisierbar und existiert eine nicht-triviale beschriankte Losung
x: R — R" soist 0 ein Eigenwert von A.

s omplex diagonalisierbar und existiert eine nicht-triviale beschrankte
d) Ist A k lex diagonalisierb d existiert ei icht-triviale beschrankt
Losung z: R — R", so ist 0 ein Eigenwert von A.

Beweise und Anwendungen der Theorie

11. Sei f: [a,b] — Ry eine positive stetige Funktion, a < b. Zeigen Sie:

/f da:/ —da: (b—a)’.

12. Sei U C R"™ eine offene Menge, B C U ein glatt berandeter, kompakter und
zusammenhéangender Bereich mit dusserem Einheitsnormalenfeld n: 0B — R”,

und sei u: U — R eine harmonische Funktion mit Aussennormalableitung Onu =
(Vu,n): OB — R. Zeigen Sie, dass

/||Vu||22dv01:/ (uOnhu)ds
B oB

gilt und folgern Sie daraus, dass u auf B konstant sein muss, falls u|gp = 0 oder
Opu = 0.



