D-MATH Algebra II FS 2022
PD Dr. Lorenz Halbeisen

Musterlosung Serie 15

ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN, IRREDUZIBLE POLYNOME

87. (a) Sei K ein Korper,sei f = > ja; X" € K[X], und fir « € K sei
(X +a):=> a(X +a) e K[X].
=0

Zeige:
f istirreduzibel iiber K <= f(X + «) istirreduzibel iiber K fiir alle & € K

(b) Zeige, dass fiir jede Primzahl p, X?~! + XP~2 + ... + X + 1 irreduzibel iiber Q ist.

Hinweis: Ersetze X durch X + 1 und verwende (a) und das Eisenstein-Schénemann
Kriterium.

Losung: (a) (<) Ist f(X + «) irreduzibel iiber K fiir alle « € K, dann erhalten wir, dass
f(X) = f(X + 0k) auch irreduzibel iiber K ist.

(=) Fiir die umgekehrte Implikation benutzen wir Kontraposition: Nehmen wir an, dass

f(X +a) (ZbX) <Z ch]‘> = p(X) - q(X)

7=0

mit k + ! =nund k,[ > 1 gilt. Dann ersetzen wir X durch

(X +a)—a

=X

und erhalten:

FIX +a) =p(X) - q(X) = p(X) - §(X) = (X + ) §(X +a).

Schliesslich ersetzen wir wieder X + « durch X, und erhalten f(X) = p(X) - ¢(X), was
zeigt, dass f reduzibel ist.

(b) Wir definieren f(X) = X?~! + X?72 4 ... 4+ X + 1 und zeigen, dass wir das Eisenstein-
Schénemann Kriterium auf f(X + 1) anwenden konnen. Wir betrachten das Pascal’sche
Dreieck und bemerken folgendes:

 Ist p eine Primzahl, so gibt es in der p-ten Zeile nur Zahlen k, so dass p|k oder k = 1.

 Die Koeffizienten von f(X + 1) = >  a.X" sind genau Q= Z? 1 (h ) fiir

1<h<p.
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* Die Summen der Form Z?:l (Z:Z) sind genau Summen von Elementen aus Diagonalen
des Pascal’sche Dreieck (rote Elemente), und das Ergebnis davon ist immer das Ele-
ment des Dreiecks links unten vom Ende der Diagonale (blaues Element).

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Es folgt, dass wir das Eisenstein-Schénemann Kriterium auf f(X + 1) anwenden konnen.
Jetzt verwenden wir (a). Da f(X + 1) irreduzibel iiber Q ist, ist f(X + 1+ «) furalle « € Q
auch irreduzibel, und im Fall o« = —1 sind wir fertig.

Zeige, dass Q(+/2) und Q(+/3) nicht isomorph sind als Kérper, aber als Vektorriume iiber Q.

Losung: 1, \/2 ist eine Basis des Vektorraums Q(\@), und 1, \/3 ist eine Basis des Vektor-
raums Q(+/3). Die Abbildung x : Q(v/2) — Q(+/3) zwischen den Vektorrdumen Q(+/2)
und Q(\/g) welche definiert ist durch Ii(p + Q\/i)) := p + +/3 ist ein Isomorphismus.

Wiire die Abbildung x : Q(v/2) — Q(+/3) zwischen den Kdrpern Q(v/2) und Q(+/3) ein
Isomorphismus, so miisste gelten (p) = p fiir alle p € Q und k(v/2) = p+ /3 fiir p, g € Q
und ¢ # 0. Damit wire:

2=1+1=r(1+1)=r(2) =r(vV2:-V2) = (p+qV3)* =p* + 3¢° + 2pgV/3

Aus p? + 3¢% + 2pgv/3 = 2 und ¢ # 0 folgt p = 0, und somit ist 3¢> = 2, was fiir ¢ € Q
nicht moglich ist.

Zeige: [Q(V2,7/3) : Q] = 8.

Losung: Weil X* — 2 irreduzibel ist iiber Q, ist [Q(+/2) : Q] = 4, und weil X2 — 3
irreduzibel ist iiber Q(v/2), ist [Q(v/2,4/3) : Q(+/2)] = 2. Somit ist mit dem Gradsatz fiir
Korpererweiterungen 14.1,

[Q(V2,v3): Q] = [Q(V2,V3) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] = 2- 4 = 8.

Finde ein Beispiel fiir eine Korpererweiterung Q(«) : Q mit [Q(«) : Q] = 3, sodass fiir alle
q € Qgilt: Q() # Q(¥q).
Losung: Sei zum Beispiel o eine Nullstelle des iiber @) irreduziblen Polynoms f = X3 +

3X + 3Q[X] (dass f irreduzibel iiber Q ist, folgt aus dem Schonemann-Eisenstein Kri-
terium).
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Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es gibe ein ¢ € Q, so dass gilt Q(a) # Q(/q). Fir
B := {/q hitten wir dann § € Q(«), 5° = ¢, und § ¢ Q. Weil § € Q(«), ist

B = ag+ ara + axa’®
mit ag, a;, as € Q, und wir diirfen annehmen, dass ay € {0, 1} (andernfalls dividieren wir 3
durch ag). Weil 5% € Q(a), ist

53 = b() + blOé + bQOé2

und weil 32 € Q muss b; = b, = 0 sein. Das ist aber nur dann der Fall, wenn ay = a; =

as = 0 (also B = 0), oder ag = 1, a1 = as = 0 (also B = 1), oder ag = 1, a; = —Si){?,

ay = % (also a; ¢ Q, d.h. 5 ¢ Q(«)). Alle Fille fithren somit zu einem Widerspruch.

(a) Zeige: Ist eine Korpererweiterung L : K endlich, so ist sie algebraisch und wird von
endlich vielen Elementen erzeugt.
Bemerkung: Die andere Richtung wird in der Vorlesung gezeigt (siehe Satz 14.7.(b)).

(b) Seien M : Lund L : K Korpererweiterungen.
Zeige: M : K ist genau dann algebraisch, wenn M : L und L : K algebraisch sind.

Losung: (a) Sei L : K endlich. Dann ist L ein endlich-dimensionaler /K -Vektorraum. Of-
fensichtlich ist L iiber K von einer Vektorraumbasis erzeugt. Daher ist L : K von endlich
vielen Elementen erzeugt.

Sei nun a € L. Wir miissen zeigen, dass a algebraisch iiber K ist. Dann sind die [L : K|+ 1
Vektoren 1,a',a?, ..., al""*] linear abhingig. Somit existieren o; € K, nicht alle gleich
Null, mit %5 o;a* = 0. Offensichtlich ist nun fiir p = Y155 0, X* p(a) = 0, dh. pist
ein nichtverschwindendes annulierendes Polynom von a mit Koeffizienten in K. Somit ist a

algebraisch iiber K und die Korpererweiterung L : K ist algebraisch.

(b) Sei M : K algebraisch. Dann ist jedes Element von M algebraisch iiber K. Da wegen
K < L ein annulierendes Polynom mit Koeffizienten in K, alle seine Koeffizienten in L hat,
ist jedes Element von M auch algebraisch iiber L, d.h. M : L ist algebraisch.

Andererseits ist liegt wegen L < M jedes Element aus L auch in M. Weil nun M : K
algebraisch ist, ist jedes Element von L algebraisch iiber K und somit ist L : /K algebraisch.

Seiennun M : L und L : K algebraisch. Seia € M. Sei ) ;X" das Minimalpolynom
von a iiber L. Wegen Aufgabe (a) gilt [K(ap, ..., a,) @ K| < co. Ausserdem ist a alge-
braisch iiber K (ap, ..., a,). Folglich gilt auch [K(a, ap, ..., o) @ K(ag,...,q,)] < 0.
Insgesamt folgern wir mit der Multiplikativitit des Korpergrades

[K(a,ap,...,ap) : K]
[K(a,aq,...,a): K(a)]

[K(a) : K] =

< [K(a,a0,...,q,): K]
= [K(a,a0,...,q,): K(ag,...,a,)] [K(ag,...,q,): K]

< 0o0.

Somit ist a algebraisch liber K, und weil a € M beliebig war, ist die Korpererweiterung
M : K algebraisch.



