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DIE MOBIUSFUNKTION

Fiir eine Folge A = (a,,);_, von Zahlen a,, € Z sei A(s) die formale Reihe
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Daraus erhalten wir, dass wenn wir die Produkte a;b; mit kI = n zusammen nehmen, die

gewiinschte Form
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Sei ((s) := Y., = die Riemann’sche Zetafunktion und fiir natiirliche Zahlen n > 1 sei die

Mébiussequenz j1(n) wie folgt definiert:

1 fallsn = 1,
p(n) =<0 falls p? | n fiir eine Primzahl p,
(=)= fallsn = p; - - - p;, fiir paarweise verschiedene Primzahlen p;.

Weiter sei

M(s) := Z MSZ)

die Mobiusfunktion.
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Zeige:
M(s)-¢(s) =1
Losung: Beachte, dass fiir die Folge B = (b,)r_, mit b, = 1 (fuir alle n) gilt B(s) = ((s).

Wir méchten den Koeffizienten a,,, n > 1, von = im Produkt M (s) - {(s) =: >, % ex-
plizit berechnen. Wir nehmen an, dass gilt n = pph? - .- pfm mit ky, ... k,, > 0 und paar-
weise verschiedenen Primzahlen p;. Aus Aufgabe 92 erhalten wir a, = 3, pu(t). Jetzt be-
merken wir, dass p(t) # 0 mit ¢ | n genau dann gilt, wenn ¢ = [ [,_¢p; mit S < {1,...,m}.
Fir S < {1,...,m}und tg := [[..qpi ist u(ts) = 1 fur |S| gerade, und p(ts) = —1 fiir
|S| ungerade. Da die Anzahl der r-clementigen Teilmengen von {1,...,m} gleich () ist,

erhalten wir
a, = (73) - (T) +~--+(—1)W(Z) —(1—1)™=0"=0.

Beachte, dass gilt (a — b)™ = > (—1)"(")a™"b". Daraus folgt, dass a, = 0 fiir alle
n > 1, und weil a; = 1 ist (was einfach zu sehen ist), gilt M(s) - ((s) = 1.

Seien f, g : N\{0} — Z zwei Funktionen fiir die gilt:

Zeige, dass dann gilt:

g(n) = u(d) - f(5)

dn

Hinweis: Fir F' = (f(n))*_, und G = (g(n))>_, gilt F(s) = ((s) - G(s).

Losung: Die Gleichung F'(s) = ((s) - G(s) folgt direkt aus Aufgabe 92. Multiplizieren wir
nun beide Seiten mit M (s), dann erhalten wir mit Aufgabe 93

Mit Aufgabe 92 ist nun M (s) - F'(s) = G(s) gleichbedeutend mit der Gleichung

fn) = u(d) - f(3)
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was zZu zeigen war.



