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117. Sei L der Zerfällungskörper von X4 ´ 4 über Q.

Bestimme alle Zwischenkörper K mit Q Ĺ K Ĺ L.

Lösung: Es ist X4 ´ 4 “ pX2 ´ 2qpX2 ` 2q, und daher L “ Qp
?
2, iq. Nach Auf-

gabe 113 ist GalpL : Qq ď S2 ˆ S2. Wegen |GalpL : Qq| “ rL : Qs “ 4 folgern wir
GalpL : Qq – S2 ˆ S2 – C2 ˆ C2. Die Klein’sche Vierergruppe hat genau drei nichttriviale
Untergruppen. Die Erweiterung hat also nach dem Hauptsatz der Galoistheorie genau drei
echte Zwischenkörper. Es sind dies Qp

?
2q, Qp

?
2iq und Qpiq.

118. Sei f P KrXs irreduzibel und separabel und sei L ein Zerfällungskörper von f über K.
Zeige: Ist GalpL : Kq abelsch, so ist L “ Kpaq für eine beliebige Nullstelle a P L von f .

Lösung: Wir stellen zunächst fest, dass L : K galoissch ist, da L ein Zerfällungskörper eines
separablen Polynoms über K ist. Aus dem gleichen Grund ist L : Kpaq galoissch. Nach
Definition ist GalpL : Kpaqq die Untergruppe aller γ P GalpL : Kq mit γ|Kpaq “ idKpaq,
oder äquivalent γpaq “ a.

Sei a1 P L eine zweite Nullstelle von f . Nach Aufgabe 113 existiert ein δ P GalpL : Kq mit
δpaq “ a1.

Für jedes γ P GalpL : Kpaqq gilt nun γpaq “ a. Da GalpL : Kq abelsch ist, gilt ausserdem
γ ˝ δ “ δ ˝ γ und folglich γpa1q “ γpδpaqq “ δpγpaqq “ δpaq “ a1. Variieren wir a1, so
sehen wir, dass γ jede Nullstelle von f auf sich abbildet. Da L von diesen Nullstellen über K
erzeugt wird, ist γ auf ganz L die Identität. Also ist GalpL : Kpaqq die triviale Untergruppe
von GalpL : Kq. Wegen |GalpL : Kpaqq| “ rL : Kpaqs folgt also rL : Kpaqs “ 1 und
somit L “ Kpaq.

119. Sei Lf der Zerfällungskörper von f “ X3 ´ 3 über Q.

(a) Zeige: Lf “ Qp
3

?
3,

?
3iq.

(b) Finde ein α P Lf mit Qpαq “ Lf und bestimme das Minimalpolynom von α über Q.

(c) Finde einen Zwischenkörper Q Ď M Ď Lf mit GalpLf : Mq – C2.

Lösung: (a) Sei ξ :“ e
i2π
3 und β :“ 3

?
3. Weil Lf Zerfällungskörper von f ist, sind β, βξ, βξ2

in Lf . Also sind auch βξ´βξ2 “ βpξ´ξ2q “ β ¨
?
3i und 1

β
in Lf . Somit ist auch

?
3i P Lf

und es gilt Qpβ,
?
3iq Ď Lf .

Umgekehrt ist mit
?
3i P Qpβ,

?
3iq auch ´1

2
`

?
3i
2

“ ξ P Qpβ,
?
3iq. Somit sind auch

β, βξ, βξ2 P Qpβ,
?
3iq und es gilt Lf Ď Qpβ,

?
3iq.
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(b) Weil rLf : Qs “ 6, muss das Minimalpolynom von α den Grad 6 haben. Sei ξ :“ e
i2π
3 ,

β :“ 3
?
3, γ :“

?
3i, und sei α :“ βξ ` γ. Dann ist

g :“
`

X ´ pβ ˘ γq
˘`

X ´ pβξ ˘ γq
˘`

X ´ pβξ2 ˘ γq
˘

“

36 ` 54X ` 27X2
´ 6X3

` 9X4
` X6

ein normiertes Polynom in QrXs vom Grad 6 mit gpαq “ 0, und somit ist g das Mini-
malpolynom von α über Q. Da mit (a) ξ, β, γ in Lf sind ist Lg “ Lf und es gilt Qpαq “ Lf .

(c) Für M “ Qp
3

?
3q ist 3 “ rM : Qs weil das Minimalpolynom X3 ´ 3 von 3

?
3 über Q den

Grad 3 hat. Weiter ist

rM : Qs “
rLf : Qs

rLf : M s
“

“

GalpLf : Qq : GalpLf : Mq
‰

,

und weil GalpLf : Qq “ 6, ist GalpLf : Mq “ 2.

120. Sei Lf der Zerfällungskörper von f “ X5 ´ 1 über Q.

(a) Bestimme GalpLf : Qq.

(b) Bestimme alle Zwischenkörper M mit Q Ĺ M Ĺ Lf .

(c) Sei ξ :“ e
2πi
5 . Bestimme das Minimalpolynom von ξ ` ξ4 über Q.

Lösung: (a) Weil f “ pX ´ 1qp1 ` X ` X2 ` X3 ` X4q und weil pX ´ 1q P QrXs und
p1 ` X ` X2 ` X3 ` X4q irreduzibel ist (siehe Aufgabe ???), ist |GalpLf : Qq| “ 4. Sei
ξ :“ e

2πi
5 . Dann sind für 1 ď i ď 4, αi : Lf Ñ Lf mit αi : ξ ÞÑ ξi vier verschiedene

Automorphismen, und weil ordpα1q “ 4 ist GalpLf : Qq “ xα1y, d. h. GalpLf : Qq – C4.

(b) Die Einzige nicht-triviale Untergruppe von GalpLf : Qq ist xα2
1y. Somit ist M0 :“ L

xα2
1y

f

der einzige nicht-triviale Zwischenkörper und weil α2
1 : ξ Ø ξ4 und α2

1 : ξ2 Ø ξ3 (d. h. die
Elemente werden vertaucht), ist M0 “ Qpξ ` ξ4q “ Qpξ2 ` ξ3q. Beachte, dass ξ5 “ 1, und
dass pξ ` ξ4q2 “ ξ2 ` 2 ` ξ3 und pξ2 ` ξ3q2 “ ξ4 ` 2 ` ξ.

(c) Da Qpξ ` ξ4q “ Qpξ2 ` ξ3q und rQpξ ` ξ4q : Qs “ 2, hat das Minimalpolynom ξ ` ξ4

über Q neben der Nullstelle ξ ` ξ4 auch die Nullstelle ξ2 ` ξ3, und somit ist

`

X ´ pξ ` ξ4q
˘`

X ´ pξ2 ` ξ3q
˘

“

X2
´ X

`

ξ ` ξ2 ` ξ3 ` ξ4
loooooooomoooooooon

“´1

˘

`
`

ξ ` ξ2 ` ξ3 ` ξ4
loooooooomoooooooon

“´1

˘

“ ´1 ` X ` X2

das Minimalpolynom von ξ ` ξ4 (und auch das von ξ2 ` ξ3) über Q.
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