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HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE I
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Sei L der Zerfillungskorper von X* — 4 iiber Q.

Bestimme alle Zwischenkorper K mit Q < K < L.

Losung: Bsist X* — 4 = (X? — 2)(X? + 2), und daher L = Q(+/2,7). Nach Auf-
gabe 113 ist Gal(L : Q) < Sy x So. Wegen |Gal(L : Q)] = [L : Q] = 4 folgern wir
Gal(L : Q) = S5 x Sy = Cy x (5. Die Klein’sche Vierergruppe hat genau drei nichttriviale

Untergruppen. Die Erweiterung hat also nach dem Hauptsatz der Galoistheorie genau drei
echte Zwischenkorper. Es sind dies Q(+/2), Q(v/2i) und Q().

Sei f € K[X] irreduzibel und separabel und sei L ein Zerfillungskorper von f iiber K.
Zeige: Ist Gal(L : K) abelsch, so ist L. = K (a) fiir eine beliebige Nullstelle a € L von f.

Losung: Wir stellen zuniéchst fest, dass L : K galoissch ist, da L ein Zerfdllungskorper eines
separablen Polynoms iiber K ist. Aus dem gleichen Grund ist L : K (a) galoissch. Nach
Definition ist Gal(L : K(a)) die Untergruppe aller v € Gal(L : K) mit ¥|g(o) = idx(a),
oder dquivalent y(a) = a.

Sei a’ € L eine zweite Nullstelle von f. Nach Aufgabe 113 existiert ein € Gal(L : K') mit
d(a) =d.

Fiir jedes v € Gal(L : K(a)) gilt nun y(a) = a. Da Gal(L : K) abelsch ist, gilt ausserdem
vod = 6o~ und folglich y(a') = v(d(a)) = §(v(a)) = d(a) = a'. Variieren wir o, so
sehen wir, dass - jede Nullstelle von f auf sich abbildet. Da L von diesen Nullstellen tiber /'
erzeugt wird, ist y auf ganz L die Identitit. Also ist Gal(L : K (a)) die triviale Untergruppe
von Gal(L : K). Wegen |Gal(L : K(a))| = [L : K(a)] folgt also [L : K(a)] = 1 und
somit L = K(a).

Sei L; der Zerfillungskdrper von f = X3 — 3 iiber Q.

(a) Zeige: Ly = Q(¥/3,/30).

(b) Finde ein o € Ly mit Q(cr) = Ly und bestimme das Minimalpolynom von « iiber Q.
(c) Finde einen Zwischenkorper Q € M < Ly mit Gal(Ly : M) = Cs.

Losung: (a) Sei & := e und B = /3. Weil L Zerfillungskdrper von f ist, sind 3, 3¢, B2
in L;. Also sind auch 3¢ — 8¢% = B(€ —¢%) = B-4/3i und % in L;. Somit ist auch v/3i € L;
und es gilt Q(,v/3i) < Ly.

Umgekehrt ist mit v/3i € Q(8,v/3i) auch —1 + @ = ¢ € Q(B,+/3i). Somit sind auch
B, B¢, BE* € Q(B,+/3i) und es gilt Ly = Q(3, V/30).
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(b) Weil [Ly : Q] = 6, muss das Minimalpolynom von « den Grad 6 haben. Sei § := e3 ,
B:=+/3,7 :=/3i,und sei a := B¢ + . Dann ist

gi=(X=(Bx7)(X = (BE£7) (X — (B £ 7)) =
36 + 54X + 27X? — 6X° + 9X* + X©

ein normiertes Polynom in Q[X] vom Grad 6 mit g(«w) = 0, und somit ist g das Mini-
malpolynom von « iiber Q. Da mit (a) &, 5, in Ly sindist L, = Ly und es gilt Q(a) = Ly.

(c) Fiir M = Q(+/3) ist 3 = [M : Q] weil das Minimalpolynom X > — 3 von /3 iiber Q den
Grad 3 hat. Weiter ist

[Ls: Q]

[M:Q] = (L, M] = [Gal(L; : Q) : Gal(Ly : M)],

und weil Gal(L; : Q) = 6,ist Gal(L; : M) = 2.

Sei L; der Zerfillungskorper von f = X° — 1 iiber Q.

(a) Bestimme Gal(L; : Q).
(b) Bestimme alle Zwischenkdrper M mit Q < M < Ly.

(c) Seié:= " Bestimme das Minimalpolynom von ¢ + £* iiber Q.

Losung: (a) Weil f = (X — 1)(1 + X + X% + X3 4+ X*) und weil (X — 1) € Q[X] und
(1+ X + X2+ X3 + X?) irreduzibel ist (siche Aufgabe ???), ist | Gal(L; : Q)| = 4. Sei
£ = e, Dannsind fir 1 <i < 4, a; : Ly — Ly mit oy : €& — &' vier verschiedene
Automorphismen, und weil ord(a;) = 4 ist Gal(Ls : Q) = {aq),d.h. Gal(L; : Q) = C4.

(b) Die Einzige nicht-triviale Untergruppe von Gal(L; : Q) ist (a?). Somit ist My := cha%>
der einzige nicht-triviale Zwischenkorper und weil o2 : € < ¢4 und o? : €2 < €2 (d.h. die
Elemente werden vertaucht), ist My = Q(£ + %) = Q(&% + &€3). Beachte, dass £° = 1, und
dass (E+ &N =2 +2+&8und (2 + )2 =¢+2+ ¢

() Da Q&+ &) = Q&2 + &) und [Q(€ + &) : Q] = 2, hat das Minimalpolynom & + £*
iiber Q neben der Nullstelle £ + ¢4 auch die Nullstelle £2 + £2, und somit ist

(X =€+ (X —(2+¢)) =
X XE+E+E+) + (+8+8+) =1+ X + X7

——1 ——1

das Minimalpolynom von & + £* (und auch das von &2 + £€3) iiber Q).



