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1) a) Sei A eine fixe Teilmenge von X. Bestimme die von {A} erzeugte
o-Algebra von Teilmengen von X.

b) Sei X iiberabzéhlbar. Sei
S ={E C X : E oder E° ist hochstens abziahlbar}.

Zeige, dass S die von den einpunktigen Teilmengen von X erzeugte
o-Algebra ist.

2) Es seien X und Y Mengen und f: X — Y sei eine Abbildung.
a) Wenn B eine o-Algebra auf Y ist, zeige, dass
{f/1(E): E€B}
eine o-Algebra auf X ist.
b) Wenn A eine o-Algebra auf X ist, zeige, dass

{ECcY:fYE)ec A}
eine o-Algebra auf Y ist.

3) Zeigen Sie, dass jede offene Menge U C R™ als eine hichstens abzéhlbare
Vereinigung von Quadern

Qla,b) = {z = (21,...,3),

mit a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) € R" geschrieben werden kann.

G¢<J]i<bi,Vi:1,...,n},

4) Betrachte die Menge

R :=[~00,00] := RU {—00, 00}
und definiere fir a,b € R:
(a,00] = (a,00) U {0}, [—00,b) = (—00,b) U{—0o0}.

Eine Menge U C R heisst offen, falls U als eine abzihlbare Vereini-
gung von Intervallen der Form (c,d), (a, o0}, [-00,b) mit a, b, ¢, d € R
geschrieben werden kann.



a) Zeigen Sie, dass die Menge aller offenen U (wie oben definiert) eine
Topologie auf R definiert. Wir nennen diese Topologie die Stan-
dardtopologie auf R.

b) Zeigen Sie, dass die folgende Metrik d: R x R — R die Standard-
topologie auf R induziert: Fiir x, y € R definiere

2|e”Y — eV

d =
@)= e e ey
2e7 "
d =d =
(x,00) (00, ) pr—
2e*
d(z, —0) = d(—00,7) == —
(z, —00) (—00, 1) prp—
d(—00,00) := d(00, —0) := 2.

5) Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f: X — R heisst
unterhalbstetig (oder nach unten halb-stetig), falls fiir alle Punkte
x € X und alle Folgen (z)r>1 C X mit x — z fiir £ — 400 gilt

f(z) < liminf f(zy).

k—4o00

Zeige: eine solche Funktion f ist Borel-messbar.



