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1) Sei (X, A, pn) ein Massraum und A, B € A. Zeige, dass die folgende
Gleichung gilt:

p(AUB) + (AN B) = u(A) + pu(B).

2) Es sei X eine tiberabzdhlbare Menge und definiere die o-Algebra,
A= {A cX | A ist hochstens abzéahlbar oder A° ist hochstens abzahlbar }.1

Zeige, dass p: A — [0, 1] mit

0, falls A abzahlbar;
n(A) = {1
,  sonst,

ein Mass auf (X, .A) definiert. Welche Funktionen f: X — R sind A-
messbar?

3) Es sei (X,.A) ein messbarer Raum.

a) Es sei u ein Mass auf (X,.A) und f: X — Y eine Abbildung. Wie
kann man auf natiirliche Weise ein Bildmass f.u auf Y definieren?

Hinweis: Benutze Aufgabe 2 aus Serie 1.
b) Es sei u: A — [0,+00] ein Mass auf X und es sei B € A eine

messbare Menge. Wir definieren die Funktion | 5t A = [0,+00]
via

A M‘B(A) =u(ANB).

Zeige, dass Abbildung u| 5 Wohldefiniert und ein Mass auf (X, .A)
ist.

ISiehe Serie 1, Aufgabe 1b).



4) Es sei (X, A, u) ein Massraum und f,g: X — [0, +00) messbare Funk-

tionen. Es gelte
/fduﬁ/gd,u<+oo
A

A

fiir alle Mengen A € A. Zeige, dass es eine Menge M € A gibt mit
pu(Me€) =0 und
f(z) < g(x) fiir alle z € M.

5) Sei p: 2N — [0, 00] das Zahlmass:
p(A):=#A, AcCN.

a) Zeige, dass fiir eine beliebige Funktion f: N — [0, oo| die Gleichung

/Nfduzif(n)

gilt.
b) Sei f;: N = [0,+00], j € N eine Folge von Funktionen und

Flk) =D fik), k€N,

Zeige, dass folgende zwei Aussagen dquivalent sind:?

— Es gilt
fdp = /fdm
fran=32 )5

fiir eine beliebige Funktionenfolge f; und f wie oben.
— Fiir eine beliebige Funktion N x N — [0, +00], (4,7) > a;; gilt

i=1 j=1 j=1 i=1

2Theorem 1.38 besagt, dass die erste Aussage wahr ist. Dass die zweite Aussage wahr ist
wissen Sie aus der Analysis. Die Aufgabe ist jedoch unabhéngig davon zu 16sen, ob eine der
beiden Aussagen wahr ist, d.h., zeigen Sie die Aquivalenz direkt.



