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1) Es sei (X,A) eine messbarer Raum und µn : A → [0,∞] eine Folge von
Massen.

a) Zeige, dass

µ(A) :=
∞∑
n=1

µn(A), A ∈ A

ein Mass auf (X,A) definiert.

b) Sei f : X → R messbar. Zeige, dass f µ-integrierbar ist, i.e.∫
X

|f | dµ <∞,

genau dann wenn
∞∑
n=1

∫
X

|f | dµn <∞.

c) Sei f µ-integrierbar. Zeige, dass∫
X

f dµ =
∞∑
n=1

∫
X

f dµn.

2) Sei (X,A, µ) ein vollständiger Massraum. Zeige, dass (X,A, µ) seine ei-
gene Vervollständigung ist.

3) Sei (X,A, µ) ein beliebiger Massraum, (X,A∗, µ∗) seine Vervollständigung
und (X,B, ν) ein vollständiger Massraum, so dass A ⊂ B und ν|A = µ.
Zeige, dass dann A∗ ⊂ B und ν|A∗ = µ∗ gilt.

4) a) Beschreibe jeweils explizit die Vervollständigung (X,A∗, µ∗) der fol-
genden Massräume (X,A, µ):

i) X eine beliebige Menge, A ⊆ X eine σ-Algebra und µ das
Zählmass,



ii) X = R, A die Borel σ-Algebra und µ = δ0 und das Dirac Mass
bei 0 ∈ R,

iii) (X,A, µ) wie in Serie 2, Aufgabe 2).

b) Beschreibe jeweils explizit die L1(X,A, µ) Räume für i), ii), iii).
Verifiziere für ii), dass L1(X,A, µ) ∼= L1(X,A∗, µ∗) gilt.

5) Sei (X,A, µ) ein Massraum und f
µ∼ g definiert wie in (1.35) im Skript.

a) Zeige, dass
µ∼ eine Äquivalenzrelation ist.

b) Seien f, g : X → [0,∞] µ-integrierbar mit∫
A

f dµ =

∫
A

g dµ, ∀A ∈ A.

Zeige, dass f = g fast überall (i.e. f
µ∼ g) gilt.

c) Gilt die Aussage in b) auch für messbare Funktionen, die nicht
zwingend integrierbar sind? Begründe deine Antwort.
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