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1) Sei (X, p) ein metrischer Raum und fixiere d > 0 eine reelle Zahl. Fir
€ > 0 definiere die Funktion

Vie: 2X [0, <]

als

ydya( ) n {Z diam(D;) diam(D;) < eVi € I, A C U1 D;

il

I hochstens abzihlbar , D; C X, } X

Das dussere Hausdorff Mass v,: 2% — [0, 00| ist definiert als

vi(A) :==supry(A) =limy,.(A), ACX.

e>0 0

a) Zeige, dass v, ein dusseres Mass ist,
b) Zeige, dass fiir zwei Mengen A, B C X mit

p(A,B) = inf p(z,y)>0

(z,y)€AxB

folgendes gilt:

Vd(A U B) = I/d(A) + l/d(B).
Schliesse, dass A(v,) eine o-Algebra ist, die die o-Borel algebra Bx
enthiilt.?

c) Zeige, dass fiir d = 0 gilt: A(rp) = 2% und vy ist das Zihlmass.

2) Sei v: [a,b] — R" eine stetige und injektive Abbildung und v : 28" —
[0, 0] das dussere Hausdorff Mass auf R™. Die Ldinge von -y ist definiert
als

L(7) :=sup {Z d(y(tie1), 7)) [N €N, a <ty <t; < - <ty < b}

=1

1 Zur Erinnerung:

diam(B) = sup p(z,y).
z,yeB

2Das Mass g = Vg wird auch das d-dimensionale Hausdorff Mass genannt.

A(va)



Zeige, dass

3) Sei C' die (tertidre) Cantormenge in [0, 1]. Wir definieren die Cantorfunk-
tion ¢: [0, 1] — [0, 1] wie folgt:

a)

b)

[e.9] o0

a; a;
Z — fallsx:Z—zeC,aie{O,Q},
Y(x) = =1 2 s
sup Y(y), fallsx ¢ C.
yeC,y<z

Zeige, dass ¢ wohldefiniert, stetig, monoton steigend und surjektiv
ist.

Sei
¢:[0,1] = [0,2], z+¢(z).

Zeige, dass ¢ streng monoton steigend ist und ein Homooémorphismus
ist.

Zeige, dass ¢(C') messbar ist und m(¢(C)) = 1.

Hinweis: Welches Mass haben die Bilder der in der Definition von
C entfernten Intervalle?

Zeige, dass eine Lebesgue-messbare Menge E C [0, 1] existiert,
so dass ¢(FE) nicht messbar ist. Folgere, dass auch Urbilder von
Lebesgue-messbaren Mengen unter stetigen Funktionen nicht unbe-
dingt wieder Lebesgue-messbar sein miissen.

Hinweis: Wende Lemma 2.15 im Skript auf ¢(C') an.

4) Sei (X, A, ) ein Massraum und f: X X [a,b] — R mit a # b reell und
f(-,t) € L£'(w) fiir alle ¢ € [a,b]. Nehme zusiitzlich an, dass 2 (x, ) fiir
alle z und ¢ existiert und ein g € £(u) existiert, so dass

a)

ot

of
‘& =9
Zeige, dass

af

0



b) Berechne

lim fndm
n—oo 0
fiir
i)
1+nz
=
i)
_ rlog(x)
fal) = 1+ n2z?

5) Sei
Xr = X[—rn]" - R" — R.

Eine Funktion f: R™ — R heisst uneigentlich Riemann integrierbar,
falls fiir alle » > 0 die Funktion fy, Riemann integrierbar ist, und der
Grenzwert

lim fl@)xr(z)dx = R(f) e R

r—=00 Jpn

existiert.

a) Sei f: R™ — R uneigentlich Riemann integrierbar, so dass R(|f|) <
0. Zeige, dass dann f € L£'(m), und ferner R(f) = [5. f dm gilt.

b) Finde eine uneigentlich Riemann integrierbare Funktion f: R — R,
so dass f nicht Lebesgue integrierbar ist.

¢) Gibt es eine uneigentlich Riemann integrierbare Funktion f: R —

R, so dass f auch Lebesgue integrierbar ist, aber R(f) # [, fdm
?



