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1) Finde jeweils einen Massraum (X, A, uu), sodass fiir alle p, ¢ € [1, 00| gilt

a) LP(u) © L9(p), falls p < g,
Losung:
Wir kénnen Annehmen, dass p endlich ist. Sei (N, 2N #) wobei #
das Zahlmass ist. Fur f € LP(#) gilt

1115 = [ P = S 15p < .

neN

Da p > 1, muss also f(n) eine Nullfolge sein. Insbesondere ist
(f(n))nen beschriankt, und daher

[[flloe < o0
Dies zeigt die gewiinschte Inklusion; um zu sehen, dass diese strikt
ist, beachte dass g(n) = 1 in L°(#) liegt, aber nicht in LP(#) ist.
Sei nun ¢ auch endlich. Dann gilt

1= [ 1 = 1 = 3 (smF)” < €+ 3 siay

neN neN

fir ein C' > 0 und N >> 1, da eventuell |f(n)| < 1 gilt, und deswe-
gen |f(n)|?? < |f(n)]| erfiihllt ist (bemerke: ¢/p > 1). Insbesondere
erhalten wir

1£lly < (C+[I£]2)7 < oo,

was die gewiinschte Inklusion zeigt. Fiir die strikte Inklusion, sei
e > 0 mit p < ¢ — e < q. Dann ist die Funktion

in L9(#), aber nicht in LP(#), denn

ol =3 —

neN ne-e

konvergiert, aber

ol =>" >3~

neN V7 peN

nicht.



b) LP(u) € L%(u) falls ¢ < p,
Lésung:
Wir behaupten, dass die Inklusion fiir samtliche endliche Massrdume
gilt, i.e. (X, A, p) mit p(X). Falls p = oo gilt, dann haben wir fiir
feLP(p):

e /X 10 dp < () - 11 < oo,

wobei wir (streng genommen) Lemma 4.8 verwendet haben.

Sei nun ¢ < oo. Dann erhalten wir mit der Hélder’schen Ungleichung
mit p’:=£>1und ¢ sodass 1/p' +1/¢' = 1:

1] = /X 1 1f10 dp

=111l
< [l - A1

= u(X)7 - (/lelpdu)Z

— w(X)7 - || £

Dies zeigt also die allgemeine Inklusion fiir endliche Massrdume.
Fiir die strikte Inklusion wahlen wir als Massraum (][0, 1],.4,m).
Wir behaupten, dass fiir a > 0 gilt
1
f(z) = — € L*([0,1],m) < p-a <1
xa

Tatséchlich haben wir fiir p - a # 1:

1 1 L
= [ L dm(a) = { 1 xl_pa] _ {m falls 1> pa,
0

P 1 —pa 0 00, falls 1 < pa.

Fiir pa =1 gilt

Hfug:/o L dm(z) = In(1) ~ 1n(0) = o

Dies beweist die obige Behauptung. Falls p = oo ist, dann ist ¢
endlich und fiir & > 0 mit ga < 1 ist die Funktion f(z) = 1/2“ in
L4(m), aber

I flloe = IX/na) - flle =n* VR €N,
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was zeigt, dass f nicht in L>(u) liegt. Dies zeigt die strikte Inklusion
im Falle p = oo. Fiir ¢ < p endlich wahlen wir «, so dass pa > 1
und ga < 1 gilt. Mit der Behauptung von oben erhalten wir also
wieder, dass f(z) = 1/z* in L9(m) liegt und gleichzeitig nicht in
LP(m) ist.
c) LP(u) € L9(n) und LY () € LP(n), falls p # q.
Losung:
Sei ([0, 00),.A4,m) unser Massraum. Angenommen ¢ < p. Sei a > 0 so
dass gqa < 1 < pa. Dann zeigt die Losung aus Teil b), dass
1
flz) = X1 o
in L9(m), aber nicht LP(m) liegt. Eine #hnliche Uberlegung zeigt, dass

die Funktion .

9(2) = Xptoo) 5
in LP(m), aber nicht L9(m) liegt. Dies beweist die gewiinschte Aussage
im Falle ¢ < p.

Im Falle ¢ > p kann man im obigen Beweis p und ¢ einfach austauschen.
Dies beweist die gewiinschte Aussage.

Es sei 1 ein Mass auf einem Massraum 2. Wir sagen eine Folge (f,,)n>1
von reellen messbaren Funktionen auf €2 konvergiere im Mass gegen die
reelle messbare Funktion f, falls fiir alle € > 0 gilt

n({weQ:|fulw) = fw)] >€}) = 0 mit n — +o0.
Wir nehmen nun zusétzlich an, dass u(Q) < +o0o. Beweise:
a) Falls f,(w) — f(w) fast iiberall, dann f,, — f im Mass.
Léosung:

Es existiert eine Menge A C Q mit u(A) = p(2), so dass f,(z) —
f(z) fur alle x € A. Es gilt

+oo

A= U Ay, wobel Ay :={z € A:|fu(x)—f(z)| <€ fiir alle n > N}.

N=1

Somit u(Axy) — p(A) = () mit N — +oo, also insbesonders
u(AS) — 0 mit N — +o00. Definiere

By i ={weQ:|fn(w)— f(w)]>¢€}.

Beachte, dass gilt By C AS. Somit haben wir gezeigt u(Bx) — 0
mit N — 400 wie gewiinscht.
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b) Falls f,, — f im Mass, dann existiert eine Teilfolge von (fy,)n>1,

welche fast iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Losung:

Es sei € > 0. Wihle rekursiv eine Folge ny, > 1 so dass ny > nx_1
und

p({w €0 fuylw) — @) > 1/k}) < 25
Es sei A = {w € Q: |fo,(w) — f(w)| > 1/k}". Somit gilt

+o0o +oo +oo 1
(NU#) < m 3o
=k

k=1 {(=k {=

und deshalb

+00 +00

Beachte, falls z € |J [ A¢, dann gilt f, (z) — f(z) mit & — +oo.
k=1t=k

Die Teilfolge f,, konvergiert also fast sicher gegen f, was zu zeigen

war.

3) Es bezeichne A\ das Lebesgue-Mass auf R. Finde jeweils eine Folge mess-
barer Funktionen f,: R — R so dass

a)

fn — 0 gleichmiissig, aber nicht in L'()).
Losung:
Wir definieren fur alle n > 1

z € (0,n?)

1
fn(x) = {8 sonst.

Es gilt f, — 0 gleichméssig, da |f,(z)| < & fiir alle n > N und
x € R. Weiters gilt fiir alle n > 1, dass

[fulls = n.

Somit konvergiert f, nicht in L'()\) gegen die Nullfunktion.

fn — 0 punktweise und im Mass, aber nicht in L*(\) und auch nicht
gleichmaéssig.

Lésung:



Wir definieren fur alle n > 1

o) = {n r e (0,:)

0  sonst.

Es gilt f,, — 0 punktweise und da fiir alle € > 0 gilt

/\({IERZ | fu(2)] >6}) < %,

konvergiert die Folge f,, auch im Mass gegen die Nullfunktion. Wir
berechnen

[fali=1 n>1,
somit konvergiert die Folge f,, nicht in L'(\) gegen die Nullfunktion.
Weil

1 n - 1‘ - )
S SR el = Lan n = oo

konvergiert die Folge f, nicht gleichméssig gegen die Nullfunktion.
fn — 0 punktweise, aber nicht im Mass.

Lésung:

Wir definieren fur alle n > 1

fu(x) = {1 z € (n,n+1)

0  sonst.

Die Folge f, konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, da
fn(xz) =0 fiir alle N > 1 mit N > |z|. Da fur alle n > 1 gilt

u(wGRr )] >§) 1

konvergiert die Funktionenfolge f,, nicht im Mass gegen die Null-
funktion.

fa(z) divergiert fiir alle x € (0, 1), aber trotzdem f,, — 0 im Mass.
Losung:

Es sei a; := 1 und a, := a,_; + n. Definiere f; := X0 und fiir
k:=an,—1+ ¢, wobein > 2und 1 </ < n, definiere

1
Jr = nxpe=t 1 + —X[po,1-
n ’n n
Beachte, dass fiir jedes € > 0 gilt
kgrfoo,u ({z eR:|fu(z)| > €}) =0.

Die Funktionenfolge f; konvergiert also im Mass zu der Nullfunkti-
on. Es sei x € [0, 1]. Fiir jedes n > 1 existiert ein 1 < ¢ < n so dass
z € [, 4] Also f,,_,4¢(x) > n, und deshalb divergiert die Folge
fr(2) fur jedes x € [0, 1].



4) Seien (V,|| - ||v) und (W, ]| - |lw) normierte Vektorrdume.
a) Zeige, dass eine lineare Abbildung
V=W
genau dann stetig ist wenn

F(v w
IFl = sup | F'(v)]]
ver\ioy vl

gilt. In diesem Fall sagt man auch: F' ist beschréinkt.
Lésung:
Sei F' linear und stetig. Insbesondere ist F' stetig bei 0. Sei 6 > 0

so, dass
[olly <6 = [[F(v)[lw < 1.

Sei nun v wie oben mit v # 0. Definiere ¢ := ¢ - ||v||;,'. Dann gilt
||cv||v = d, also auch

£ () l[w

1> [[F(ev)llw = ¢ [F(v)llw = 5W

wegen der Linearitdt von F'. Insbesondere

1) [[w

<dé
vy

fiir jeden Vektor v # 0 in V' mit ||v||y < §. Da Skalieren mit reellen
Vielfachen den Bruch links nicht veréndert (weil F' linear ist), gilt

also: /
| F(v)|lw
[v'[lv

Dies beweist ||F]| < 67! < .
Fiir die andere Richtung sei F' beschréankt. Wir haben

<ot W eV\{o}.

1F(v) = F@)llw = [1F(0 = o) llw < [|F] - [lo = '],

wobei wir zuerst die Linearitdt von [’ verwendet haben und dann
die Definition von ||F'||. Von der obigen Ungleichung ist klar, dass F
Lipschitz-stetig ist, insbesondere stetig. Dies beendet den Beweis.



b) Sei B(V,W) = {F : V — W linear | ||F|| < oo} der Raum der
beschrankten linearen Abbildungen. Zeige: (B(V, W), || - ||) ist ein
normierter Vektorraum. Falls W ein Banachraum ist, so ist B(V, W)
sogar ein Banachraum.

Losung:

Wir zeigen nur die Vollstindigkeit, falls W Banach ist.! Sei also
(An)nen eine Cauchy-Folge in B(V, W), i.e. fiir alle ¢ > 0 existiert
ein NV € N so dass

||Ak—Ak|| <ég, \V/k?,lZN
Fiir ein fixes v € V erhalten wir
[Ax(v) — Ai(0)[lw = [[(Ax — A) () lw < [[Ax — Adl] - [Jv]]v,

was zeigt, dass (A, (v))nen eine Cauchy-Folge in W ist. Da W Ba-
nach ist, konvergiert A, (v). Wir definieren

AV - W, A(v) := lim A,(v).

n—oo

Zu zeigen ist nun, dass A linear und beschriankt ist und der || - ||-
Grenzwert der Folge (A, ),en ist. Linearitét ist einfach:

n—oo

A(Av40') = Tim. A,(Av+v") = lim (A, (v) + A, (V") = MA(v)+A(V),

fir alle A € R, v,v" € V. Sei € > 0 und N wie oben (Cauchy-
Eigenschaft fiir (A,,),en) und fixiere ein [ > N. Es gilt

[A(v) = Ai(v)[lw < Timsup [[An = Af| - [Joflv < & [[o]ly.
n—oo

Insbesondere

[A) lw < [[A(v) = Ai(w)lw + | Au(v) lw
<e-|Jollv + 1Al - lvllv
= (e + 1 A&lD - lvflv,
was
A} < &+ [[Axll < o0

beweist, also dass A beschrinkt ist. Es gilt nur noch zu zeigen, dass
A tatsachlich der Grenzwert von A, ist. Tatsachlich, fir n > N
wissen wir bereits, dass

Wir iiberlassen dem/der Leser:in den Beweis, dass (B(V,W),| - ||) ein normierter Vek-
torraum ist.



A= An| <e,

siehe Ungleichung mit A; oben. Da € > 0 beliebig ist, konnen wir es
gegen 0 schicken und finden gleichzeitig ein N(g) € N, so dass fiir
alle n > N(e) die obige Ungleichung noch gilt. In anderen Worten:

lim [|A — A,|.
n—oo

Dies zeigt, dass das lineare stetige A auch wirklich der Grenzwert
von A,, beziiglich der || - ||-Norm auf B(V, W) ist. Insgesamt haben
wir also gezeigt, dass B(V, W) vollstandig ist.

5) Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum, und U C H ein Untervektorraum. Das
orthogonale Komplement U+ von U ist definiert als

Ut :={weH| (v,w)=0 fiir alle v € U}

Zeige die folgenden Aussagen:

a) U+ C H ist ein (topologisch) abgeschlossener Untervektorraum.
Ferner gilt B
(U)L — UL,
und

Uc (UH)*

Losung:
Fir v,w e Hund A € R, und v € U, gilt:

(M 4w, u) = X (v,u) + (w,u) = 0.
~—— =
=0 =0
Dies zeigt, dass U+ ein linearer Unterraum von H ist. Um zu zeigen,
dass U+ topologisch abgeschlossen ist, wihlen wir eine Folge (v,,)
in U+, die gegen v € H konvergiert. Dann gilt fiir alle u € U:

(v,u) = lim (v,,u) =0,
n—oo
=0
also ist v € U+ was zeigt, dass U~ topologisch abgeschlossen ist.

Die Inklusion U+ D (U)* ist klar, weil man die orthogonale Eigen-
schaft fiir eine kleinere Menge von Vektoren iiberpriifen muss.



Sei also v € Ut und w € U wir wollen (v, w) = 0 zeigen. Es existiert
eine Folge w,, in U, die gegen w konvergiert. Inshesondere

(v,w) = lim (v,w,) = 0.
TL*)OOW—/

=0

Also haben wir Ut = (U)* gezeigt.

Jetzt zeigen wir noch

UcCUH)*t:

Sei u € U und v € U+ beliebig. Letzteres impliziert (u,v) = 0. Dies
zeigt die gewiinschte Inklusion.

Ist U abgeschlossen, so gilt

(1) H=UaU"
und ausserdem

U= (U
Allgemein gilt

= (Uh)*

Finde auch ein Gegenbeispiel zu (1), falls U nicht abgeschlossen ist.
Hinweis: Verwende Theorem 4.27 im Buch.
Lésung:
Fiir jeden Vektor w € H betrachten wir w 4+ U — diese Menge ist
konvex weil U ein Unterraum ist, und topologisch abgeschlossen,
weil U topologisch abgeschlossen ist. Insbesondere ist ist Theorem
4.27 drauf anwendwar und besagt, dass es eineutiges vy € w + U
gibt, so dass

[voll < Jw +ul

fiir alle w € U gilt. Wir kénnen in der letzten Ungleichung auch w—u
schreiben, weil U ein Unterraum ist. Ausserdem ist vy = w —wy, fiir
ein eindeutiges wy € U. Wir haben also, dass die Norm auf w + U
ein lokales minimum bei w — wy hat. Insbesondere gilt

0

— — tu)||* =0
i| v = (ot =0,

weil wg + tu in U liegt und aufgrund der Minimumseigenschaft von



w — wy. Gleichzeitig gilt aber

0
0= 5 t:on — (wo + tu)H2
= % tzo((w — wp) — tu, (w — wy) — tu)
0
= —| lw—wpl* + 2t{w — wo, u) + ¢*||u?
ot|,_,

= 2(w — wy, u).

Dies zeigt, dass w — wy € Ut gilt, weil u € U oben beliebig war.
Da wy € U eindeutig (in Abhéngigkeit von w) gewahlt worden
ist, haben wir also eine eindeutige Zerlegung w = (w — wy) + wy
gefunden. Da fiir alle v € U N U~ die Gleichung

o> =(v_, _v_) =0
ev  eUut

gilt, folgt U N U+ = {0}. Dies beweist
H=UaU".

Fiir die zwei Gleichungen beobachten wir erstemal, dass ganz allge-
mein

UC(Uh) 1=V
gilt, siehe Teil a). Zweifaches anwenden von a) zeigt aber auch, dass

V' ein topologisch abgeschlossener Unterraum von H ist. Mit dem
ersten Teil der Losung hier ergibt sich also

H=VaV*

Da U NU* = {0} muss also U+ C V+ gelten. Gleichzeitig ist aber
auch H = U®U. Dies impliziert sofort, dass die beiden Inklusionen
U CV und Ut C V+ sogar Gleichheiten sind.

Fiir ein Gegenbeispiel betrachte /?(N) den Raum der reellwertigen
Folgen mit dem [2-Sakalarprodukt. Sei U der Raum aller reellwer-
tigen Folgen (a,)nen, so dass a,, = 0 fiir alle ausser endlichen vielen
n € N gilt.? Dies ist ein Unterraum?, der Dicht in [?(N) ist: sei dazu
b:= (by)nen € (*(N) und

& {bn, firn=1,...,k,

a, =
0, sonst.

*Also ist U = R* wie in Serie 8, Aufgabe 3b).
3Beweis: Ubung!
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Dann ist a® := (a¥),en € U fiir alle k € N und es gilt:

Ib—a*|h = > [ba* =0, fir k — oo,

n=k+1

weil ||b]|% = "0 |bs|* konvergiert. Dies zeigt, dass U dicht in £2(N)
ist. Teilaufgabe a) impliziert

Ut =(U)" =N = {0},
aber {0} + U = U spannt nicht den ganzen Raum auf, e.g. b =
(%)neN liegt in (*(N)\ U.

Zeige mittels b) (nochmals) den Satz von Riesz: Sei A: H — R
eine stetige lineare Funktion. Dann existiert ein eindeutiges Element
y € H so dass

AC) =y, )

Hinweis: Wéhle U = ker A in b).
Losung:
Da {0} abgeschlossen in R ist und A stetig und linear ist, ist

ker A = A~1(0)
ein topologisch abgeschlossener Unterraum. Insbesondere kénnen
wir b) anwenden und erhalten

H = ker A @ ker A,

Wihle ein nicht-null Vektor v € A+ — falls es keinen gibt, erhalten
wir sofort, dass ker A = H ist, und somit H = 0, und man ist
gezwungen p = 0 zu wihlen, wofiir die gewiinschte Aussage dann
auch stimmt. Da v # 0 kénnen wir v normieren und nehmen oBdA.
|lv]| = 1 an. Fiir dieses v definieren wir

Wir behaupten, dass
(p,w) = A(w), Yw e H.

Dies stimmt offensichtlich fiir w € ker A und w = 0, deshalb nehmen
wir an, dass w € ker AL\ {0} gilt. Defieren

Uy = A(w) - v — A(v) - w.
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Per Definition liegt u,, im Kern von A und weil p € ker At ist,
erhalten wir

0= <p7 uw)
= A(U)><p, U> - A(?}) <p> ’lU>
— Aw)A(w) [o]* ~A(v){p, w).
=1
Da A(v) # 0, kénnen wir dadurch teilen und die obige Gleichung

impliert
A(w) = (p, w).

Zu zeigen ist nurnoch, dass p eindeutig ist. Sei also p’ € H, so dass
(p/,w) = A(w) fiir alle w € H gilt. Dann erhalten wir

0:<p/7w>_<p7w>:<p/_p7w>7 vweH

Insbesondere ist p — p' € H+ = ({0}1)+ = {0}, sieche Teil b).
Deshalb gilt p = p’ was Eindeutigkeit beweist und somit den Beweis
vom Satz von Riesz beendet.
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