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1) Sei (X, A, ) ein Massraum und A, B € A. Zeige, dass die folgende Glei-
chung gilt:
p(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B).

Losung: Wir wissen aus Lemma 1.2, (g), dass beide Mengen A\ B =
AN B¢ und B\ A= BN A°in A liegen. Wir verwenden Theorem 1.28
(i) und berechnen

HAUB) = u(AUB\ 4) = u(A) + p(B\ A),

und

p(B\A)+p(ANB) = p(BNA) + u(B N A)
=pn((BNA%))U(BNA)
= u(B).

Insbesondere erhalten wir

(AU B) + u(ANB) = p(A) + p(B\ A) + p(AN B)

2) Es sei X eine iiberabzidhlbare Menge und definiere die o-Algebra
A= {A cX | A ist hochstens abzéhlbar oder A° ist hochstens abzéhlbar }.1
Zeige, dass p: A — [0, 1] mit

0, falls A hochstens abzahlbar,
mA) =9,
,  sonst,

ein Mass auf (X,.A) definiert. Welche Funktionen f: X — R sind A-

messbar?

ISiehe Serie 1, Aufgabe 1b).



Losung: p ist eine Mass: Es sei (Ag)r>1 C A eine Folge paarweise
disjunkter Teilmengen von X. Falls alle A; abzéhlbar sind, ist auch die
o0

Menge A := |J Ay abzéhlbar und somit gilt
k=1

k=1

= plAy)

Nehme nun an, dass es eine natiirliche Zahl ky > 1 gibt, so dass Ay,
iiberabzéhlbar ist. Da die Folge aus paarweise disjunkten Mengen be-
steht, gilt A C Af fiir alle k # ko, insbesondere sind alle Ay, mit k # ko
abzéhlbar per Wahl von Ay, und Definition von A. Ausserdem ist A
iberabzéhlbar, da Ay, € A und somit erhalten wir

1= u(A) = p(Ag,) +0 = u(A) + D pl(Ar) =) p(Ag)
kAko =1

Alle A-messbare Funktionen: Wir behaupten, dass

{f: X >R | f ist A- messbar}
={f[: X—>R } Jly € R so dass f~'(y) € Aund f~'(y) iiberabz. ist}.

Wir bezeichnen die linke Seite der obigen Gleichung mit L und die rechte
Seite mit R. Es sei f € L, wir zeigen im Folgenden, dass f € R. Es sei

o = inf {a eR } a >0, f!([~a,a]) ist iiberabzihlbar }

Falls o = 0, dann ist die Menge f~'({0}) iiberabzéhlbar und in A, da
{0} geschlossen in R ist und f messbar ist. Also gilt fiir den Fall oy = 0,
dass f € R. Nehme nun an ag > 0. Wir behaupten, dass

By := [ ({—a0, a0})

iiberabzéhlbar ist: sei 0 < € < v und beobachte, dass

f =0, a0] = fH({—a0, ap}) U U f e, +e].
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=f~1(—ao,0)

Falls By nicht iiberabzéhlbar ist, dann muss f~!(—ayg, o) iiberabzihlbar
sein, insbesondere muss es aufgrund von Monotonie ein 0 < ¢ <
geben, so dass f~![—¢,¢] C By iiberabzihlbar ist. Dies widerspricht der
Definition von ay und zeigt, dass By abzéhlbar ist und somit das die
Behauptung stimmt.



Beachte, dass die Menge f~'({—ap, ap}) die disjunkte Vereinigung von
[ H=ap) und f~(ayp) ist, also ist genau eine der Mengen f~!(—ayp),
f~Yayp) iiberabzdhlbar und somit f € R. Dies beendet die Fallunter-
scheidung und zeigt, dass

L CR.

Zur Inklusion R C L: es geniigt zu zeigen, dass fiir ein beliebiges Intervall
der form I = [—o00,a), (¢,d), (b,o0] gilt f~!(I) € A. Wir machen eine
Fallunterscheidung: falls y € I, dann gilt

M) € 7D,
insbesondere ist f~1(I)¢ abzihlbar, da f~'(y)¢ letzteres beinhaltet und
abzihlbar ist wegen f~1(y) € A und f~!(y) iiberabzihlbar.
Fiir den Fall y ¢ I erhalten wir f~*(1) N f~!(y) = 0, also gilt

f7HD) € )

was wiederrum zeigt, dass f~'(I) abzihlbar ist, und somit f~1(I) €

A. ]

3) Es sei (X,.A) ein messbarer Raum.

a) Es sei p ein Mass auf (X, A) und f: X — Y eine Abbildung. Wie
kann man auf natiirliche Weise ein Bildmass f.u auf Y definieren?

Hinweis: Benutze Aufgabe 2 aus Serie 1.

Lésung: Wir definieren
fA={ECY|f(F)e A}

und
fer: fuA — [07 +OO]7 E— ,u(f_l(E))

Wegen Aufgabe 2 in Serie 1 wissen wir bereits, dass f.A eine o-
Algebra ist. Im Folgenden zeigen wir, dass f.u ein Mass auf YV ist.
Beachte

fe(2) = u(@) = 0,
wobei die letzte Gleichheit aus Satz 1.28 (i) folgt. Wir miissen also
nur noch o-Additivitéat zeigen: sei (Eg)r>1 € f.«A eine Folge dis-
junkter Teilmengen. Die Folge (f~!(E%))r>1 C A ist ebenfalls eine



Folge paarweise disjunkter Teilmengen. Es gilt
fn (U Ek) = n (f‘l( U Ek)>
k=1 k=1

p (k fl(Ek))

n (7 (B))
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und somit haben wir auch gezeigt, dass f.u o-additiv ist. O]

b) Es sei u: A — [0,+00] ein Mass auf X und es sei B € A eine
messbare Menge. Wir definieren die Funktion 4 ,: A — [0, +00]
via

A= u(ANB).

Zeige, dass Abbildung ,u‘ » wohldefiniert und ein Mass auf (X, .A)
ist.

Losung: Weil AN B € A fiir alle A € A gilt, ist die Abbildung
wohldefiniert. Weiterhin ist

p] 5 (0) = (0N B) = p(0) = 0.

Es sei (Ag)g>1 C A eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen;
so ist (Ax N B)g>1 C A weiterhin eine Folge paarweise disjunkter
Teilmengen. Somit

o (G0)-o ()
(gers

oo
k=

ZM(AIC A B),

1

also ist p|, ein Mass auf X. O]



4) Es sei (X, A, u) ein Massraum und f,g: X — [0, +00) messbare Funk-

tionen. Es gelte
/fduﬁ/gd,u<+oo
A

A
fiir alle Mengen A € A. Zeige, dass es eine Menge M € A gibt mit
u(M€) =0 und
f(z) < g(x) fiir alle z € M.

/fduﬁ/gdu<+oo
X

b's
sind f, g integrierbar. Wir definieren die Menge

M::{$€X|0§g(:n)—f($)}

und h := g — f. Die Funktion h is messbar, weil es die Differenz zwei-
er messbaren Funktionen ist. Insbesondere ist M messbear, da M =
h1([0, +00)) gilt. Wir definieren

A, =pr (2Lt
" n n-+1

fiir alle n > 0 (mit der Konvention § = +o0). Die Menge M¢ ist die

disjunkte Vereinigung der Mengen A,,. Da

1

— fdu < — A,) <0,
/g fdu < n+1“( ) <
Apn

Lésung: Wegen

muss ((A,) = 0 gelten, da ansonsten

was nicht moglich ist nach Voraussetzung. Es gilt also
+o00
p(M) =" u(A,) =0,
n=0

wie gewiinscht.

Alternativ ldsst sich die Aufgabe auch losen indem man die Funktion
f — g auf M mit Treppenfunktionen approximiert und daraus schliesst,
dass falls p(M¢°) > 0, dann ist

/fdu>/gdu,
Mc

Mc

was der Voraussetzung widerspricht. O]
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5) Sei p: 2N — [0, 00] das Zdhlmass:
W(A) = #4, ACN.

a) Zeige, dass fiir eine beliebige Funktion f: N — [0, oo| die Gleichung

/Nfduzif(n)

gilt.

Lésung: Die Idee ist f als abzéhlbare Summe von Indikatorfunk-
tionen zu schreiben. Dazu definieren wir

f(n), falls k =n,

0, sonst.

fo: N=0,00], fulk)= {

Insbesondere gilt

— f:fn(k:), keN,
n=1

und alle f,, sind automatisch messbar, da die o-Algebra des Werte-
bereichs N die ganze Potenzmenge 2" ist. Die Funktionen f,, kénnen
auch als vielfache von Indikatorfunktionen aufgefasst werden:

Wir verwenden nun Satz 1.38 und Definition 1.34:

/Nfduzni/andu
=i/f(n)-><{n}du
—Zf u(N O {n})
—Zf #({n})
=;f(n)



b) Sei f;j: N — [0, +00], j € N eine Folge von Funktionen und
fk):==Y_fi(k), keN.
j=1

Zeige, dass folgende zwei Aussagen #quivalent sind:?

— Es gilt
fdp = /fdm
fran=32 )5

fiir eine beliebige Funktionenfolge f; und f wie oben.
— Fiir eine beliebige Funktion N x N — [0, +-00], (4,7) > a;; gilt

o0 o o0 o
PIPILIEDIPILT
i=1 j=1 j=1 i=1

Losung: Fiir die “ <= "Richtung ist f = > 77, f; gegeben. Wir
definieren
aij = f;(i), (i,j) e NxN.

Wir berechnen mit 5a):

=3 10=33 60 =33 a

i=1 j=1 i=1 j=1

Es gilt aber per Annahme,

e} o

i=1 j=1 j=1 i=1

und gleichzeitig kann wieder 5a) angewendet werden
O RETED D ICED I
j=1 7N j=1 i=1 j=1 i=1

Die drei Gleichungen zusammen implizieren die gewiinschte Glei-
chung.

Fiir die “ = ”"Richtung definieren wir

fi = Zaij Xy und f = Zf]
i=1 j=1

2Theorem 1.38 besagt sogar, dass die erste Aussage wahr ist. Die Aufgabe ist jedoch
unabhéngig davon, ob eine der beideb Aussagen wahr ist.
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Wir erhalten nach zweimaliger Anwendung der Annahme:

/%fdﬂzi/lwfjduzii/Naij'X{i}d/,l,.

j=1 i=1

Wie im Beweis von 5a) schliessen wir

/ Qij © X{s} dp = a;j,
N

und somit

/Nfdll:iiaij-

=1 i=1

Ausserdem gilt

FO)y =" Fk) =D i xg(k) =D ax
j=1 j=1 i=1 j=1
Definiere nun
gi ‘= Zaij © X{i} und g := Gi-
=1 i=1

Es gilt

o0

g(k) = Z Zaij X (k) = Zakj = f(k),

i=1 j=1

fiir alle k£ € N, insbesondere

/Nfduz/Ngdw

Zweifaches Anwenden der Annahme auf g und das analoge Argu-
ment zum ersten Teil gibt

/QdM:Z/gidM:ZZaij-
N i—1 /N

i=1 j=1
Dies zusammen mit den Gleichung oben beendet den Beweis fiir die
“ = "Richtung.

[



