D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. Thomas Willwacher Musterlosung Serie 4 FS 2022

1) Es sei (X, .A) eine messbarer Raum und p,: A — [0, o0] eine Folge von
Massen.

a)

Zeige, dass
WA) =" ia(A), AeA
n=1

ein Mass auf (X,.A) definiert.

Lésung: Da
pn(0) =0, VneN,

haben wir auch p(@) = 0. Sei nun (A4;) eine Folge paarweiser disjunk-
ten Mengen in A. Mithilfe von Theorem 1.38 und Serie 2, Aufgabe
5b), konnen die Summationen im folgenden vertauscht werden:

’ (fj Ai> S A

n=1 i=1

= Z Z :un(Az)

i=1 n=1
= ZM(Ai)‘
i=1

Somit ist p ein Mass.

Sei f: X — R messbar. Zeige, dass f p-integrierbar ist, i.e.

/ Fldp < .
X

Z/ |f] dpn, < 00.
n=1 X

Lésung: Wir zeigen die “ = "Richtung: wir wissen aus der Vor-
lesung, dass f integrierbar ist, genau dann wenn f* und f~ inte-
grierbar sind. Wir arbeiten zuerst mit f*: sei s,: X — [0, 00| eine
wachsende Folge von Treppenfunktionen mit s < f*, so dass

lim/skdu:/f+du,
k—oo [x X

genau dann wenn



cf. Theorem 1.26.
Fiir jede Treppenfunktion s = >~ a;x4, gilt

m

/XS dp = Z a;p(A;)

i=1

= Z Z aiﬂn(Ai>

i=1 n=1

= Z Z az‘,un(Ai)

n=1 i=1
:;/Xsd,un.

Insbesondere

ftdp = lim /s dpty,.

Wir behaupten, dass der Limes und die Summe vertauscht werden
konnen — definiere dazu g, gx: N — [0, o0]

gr(n) :=/ Sp djtn, g(n) = Jim gr(n)
X — 00

und beobachte

;/)(Skdﬂn:;gk(n):/l\lgkd#7

Serie 2, Aufgabe 5a). Aufgrund der Annahme an s; erhalten wir
g < gri1, und somit kann der Satz iiber monotone Konvergenz
angewendet werden (zusammen mit 5a)):



n=1
= Z lim / Sk dfby, .

Jetzt konnen wir erneut die monotone Konvergenz auf sp < s
anwenden fiir jedes y,, und da f* der punktweise Limit von s; ist,
erhalten wir insgesamt

oo > [ frdu= lim /skd,un: /f+d,un.

Das Symmetrische Argument zeigt auch

oo>/Xf‘du=n§::l/Xf‘dun.

Es gilt aber

S [ =2 | [t [

n=1 N\ / N
~~

=9(n) =:h(n)

Die zwei Ungleichungen oben besagen, dass g, h € L'(#) gilt, und
mit Theorem 1.44 (i) schliessen wir also

S [ 1fldn, <o
n=1 X

Die “ <= "Richtung folgt sofort: wir haben erst am Ende die L!-
Bedingungen verwendet, das heisst alle vorherigen Gleichungen gel-
ten auch hier. Insbesondere gilt auch

[ =3 [ 171d.

neN



2)

Die Annahme besagt, dass die rechte Seite endlich ist, womit also
auch die linke Seite endlich ist, was zu zeigen war.

]

c) Sei f p-integrierbar. Zeige, dass

/deuzi/)(fdun-

Lésung: Die Aufgabe wurde bereits fiir f* in Teil b) gelost, was
zusammen mit Theorem 1.44 (i) die Allgemeine Formel beweist.

]

Sei (X, A, p) ein vollsténdiger Massraum. Zeige, dass (X, A, p) seine ei-
gene Vervollstdndigung ist.

Lésung: Aufgrund der Definition wissen wir bereits, dass A C A*. Fiir
ein Element E € A* gibt es A, B € A, so dass

ACECDB, und u(B\ A) =0.
Insbesondere erhalten wir
p(E\ A) =0,

da E\ A C B\ A gilt. Aber (X, A, u) ist vollstandig, und somit schliessen
wir £\ A € A und weil A bereits in A liegt, erhalten wir

E=(E\AU((E\AFNA) e A

was somit die Inklusion A* C A zeigt. Insgesamt gilt also A* = A.
Die Eindigkeutigkeit des vervollstdndigten Masses p* erzwingt dann die
Gleichung p* = p, da A* = A gilt. Dies beendet den Beweis.

O

Sei (X, A, ) ein beliebiger Massraum, (X, A*, u*) seine Vervollstindigung
und (X, B, v) ein vollstandiger Massraum, so dass A C B und v|4 = p.
Zeige, dass dann A* C B und v| 4 = p* gilt.




Lésung: Fiir die Inklusion: sei £ € A*. Dann exisiteren A, B € A C B,
sodass AC EC Bund u(B\ A) = 0. Da aber B\ A in A C B liegt
erhalten wir per Annahme an v:

v(B\ A) = u(B\ A) = 0.

Vollsténdigkeit von (X, B,v) impliziert also, dass E\ A C B\ A in B
liegt. Das gleiche Argument wie in Aufgabe 2 zeigt dann, dass E in B
liegt, was die gewiinschte Inklusion beweist.

Fiir die Massgleichheit beobachten wir erstmal, dass V’;I A* — [0, 0]
ein Mass ist, cf. Serie 2, Aufgabe 3b). Aber gleichzeitig gilt

W) 4 =7l =n
Die Eindeutigkeit aus Theorem 1.55 (ii) impliziert also

*

A*:/"L'

14

4) a) Beschreibe jeweils explizit die Vervollstandigung (X, A*, u*) der fol-
genden Massrdume (X, A, u):

i) X eine beliebige Menge, A C X eine o-Algebra und p das
Zahlmass,

Lésung: Der Massraum (X, A, #) ist bereits vollstandig: eine
Menge A € A mit #A = 0 muss die leere Menge sein. Damit ist
die Eigenschaft eines vollstdndigen Massraums (trivialerweise)
gegeben und mit Aufgabe 2 schliessen wir, dass (X, A, #) die

Vervollstdndigung von sich selber ist. O]
ii) X =R, A die Borel o-Algebra und p = ¢y und das Dirac Mass
bei 0 € R,

Lésung: Wir behaupten, dass A* = 2% und 65 = dp gilt. Sei
E C R eine beliebige Menge die 0 nicht enthilt. Da () und
R\ {0} offen sind, sind sie in A enthalten, aber es gilt

0 € ECR\{0}, do(R\{0})=0.

Insbesondere E € A*. Aber A* ist eine o-Algebra die A enthélt,
insbesondere ist auch EU{0} in A*. Dies zeigt, dass jede belie-
bige Teilmenge F' C R in A* enthalten ist. Ausserdem ist &y auf
2% immernoch ein Mass, und aus der Eindeutigkeit folgt also
auch 0§ = do. O



iii) (X, A, u) wie in Serie 2, Aufgabe 2).
Lésung: Wie in i) behaupten wir, dass der gegebene Mass-
raum bereits vollsténdig ist. Tatséchlich gilt £ C N mit N € A
und pu(N) = 0 genau dann wenn N hochstens abzahlbar ist.

Dann ist aber E auch hochstens abzdhlbar und liegt dann per
definition in A. O

b) Beschreibe jeweils explizit die L'(X, A, ) Riaume fiir i), ii), iii).
Verifiziere fiir ii), dass L'(X, A, p) & LY(X, A*, u*) gilt.

Lésung: Fiir i) ist f in L'(#) genau dann wenn f: X — R mess-
bar ist und eine “absolut konvergente Folge” darstellt: das selbe Ar-
gument wie in Serie 2 Aufgabe 5a) zeigt

AVM#IE]ﬂ@L

zeX

aber damit so eine Reihe konvergiert kann f nur an hdéchstens
abzihlbar vielen z verschieden von Null sein[]] Insbesondere stellt
f eine absolute konvergente Folge dar. Da das Zdhlmass an jedem
Punkt ungleich 0 ist, gilt f ~ g genau dann wenn f = g.

Fiir i) ist L'(R, A, &) der Raum (der Aquivalenzklassen) von mess-
baren Funktionen, da [, |f|ddy = [f(0)] < oo fiir jede messba-
re Funktion gilt. Insbesondere ist L'(R,2%, §%) der Raum (aller
Aquivalenzklassen) aller Funktionen f: R — R (!I!). In beiden
Réumen gilt f ~ g genau dann wenn f(0) = g¢(0), insbesondere
konnen beide L'(R, A, d) und L'(R,2% 65) via [f] — f(0) € R
mit R identifiziert werden. Mit dieser Beschreibung entspricht die
Abbildung (1.45) der Identitdt auf R.

Fiir iii) beobachten wir, dass das Analogon zu Musterlosung Se-
rie 2, Aufgabe 2) besagt, dass f: X — R messbar ist, falls es ein
y € R gibt, so dass f~!(y) € A iiberabzihlbar ist und f~!(y)°
ist abzdhlbar. Insbesondere ist f bis auf eine Nullemenge (nédmlich
f~Yy)°) konstant. Ausserdem gilt u(f~'(y)) = 1 und wir erhalten

tAumsz@n<m.

Der Raum L'(X, A, 1) besteht also aus allen (Aquivalenzklassen
von) messbaren Funktionen f: X — R, die widerrum als Funktio-
nen aufgefasst werden konnen, die bis auf eine abzéhlbare Menge
konstant sind. Letztere Menge ist eine Nullmenge (wie zuvor beob-
achtet) und somit kann L' wieder mit R identifiziert werden.

]

ISiehe hier.


https://math.stackexchange.com/questions/20661/the-sum-of-an-uncountable-number-of-positive-numbers?fbclid=IwAR3_0nKchpDqe2b6wJO_Sn2Fz7HLO1wb65ik7AT9G5CUS0niCwTfW5ae1NM

5) Sei (X, A, p) ein Massraum und f & g definiert wie in (1.35) im Skript.

a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Lésung: Esist klar, dass f ~ f gilt, da f(x) = f(x) und u(0) = 0.
Symmetrie ist ebenfalls klar da die entsprechende Nullmenge un-
verdndert bleibt. Seien also f ~ g und g ~ h. Dann gilt

{reX, [flx) #Nha)} S{re X, |fz)# h(z) und f(zx) # g(z)}
Ufr e X, [ f(z) = g(x) und g(z) # h(x)}
ClzeX [f(x)#g@)}ufreX, [g(x) # h(x)}.

Letzteres ist eine Vereinigung von Nullmengen, insbesondere gilt
dann mit der Monotonie-Eigenschaft, dass auch {z € X, | f(x) #
h(z)} eine Nullmenge ist. Insbesondere gilt f ~ h und somit ist ~
eine Aquivalenzrelation. ]

b) Seien f, g: X — [0, 00| p-integrierbar mit

/fd,u:/gdu, VA e A
A A

Zeige, dass f = g fast iiberall (i.e. f & g) gilt.

Lésung: Da f, g integrierbar sind, ist auch h := f — g integrierbar.
Aufgrund der Linearitéit des Integrals, wissen wir, dass

/hdu:O, VAe A
A

gilt. Aus Lemma 1.49 folgt jetzt aber, dass h = 0 fast iiberall gilt.
Insbesondere ist f = g fast {iberall, was zu zeigen wahr. [

c) Gilt die Aussage in b) auch fiir messbare Funktionen, die nicht
zwingend integrierbar sind? Begriinde deine Antwort.

Lésung: Die Aussage gilt nicht — sei X = {z} und A := {0, X} und
definiere



Dann sind die konstanten Funktionen f(x) = 1, g(z) = 2 von X nach

[0, 0o] messbar und
/fduz/gduz(),
0 0

/deu=2-u(X)=oo=1-u(X)=/gdu-

X

Aber f ist nicht dquivalent zu g, da {z € X | f(z) # g(z)} = X, was
keine Nullmenge ist.

]



