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1) Beweise die folgende Aussage: Eine Teilmenge A C R™ ist eine Lebesgue
Nullmenge genau dann, wenn eine Folge (Q)r>1 von Quadern in R™
existiert, so dass

L3 Vol(Q) < +o0.

k=1
2. Jeder Punkt von A liegt in unendlich vielen der Quader Q).

Lésung: “ =" Es sei A eine Lebesgue Nullmenge. Weil A eine Le-
besgue Nullmenge ist, existiert fiir jede natiirliche Zahl n > 1 eine

.. +oo
Uberdeckung A C |J Q) von A mit kompakten Quadern Q) so
k=1

dass -
k=1

cf. Definition 2.8. Es sei ¢: N — N x N eine surjektive Abbildung. Wir
definieren Q) := Q4 (k). Beachte,

ZVol Q)= 3 S Vol Qun) <3 o~ 1

n=1 k=1 n=1

und nach Konstruktion liegt jedes x € A in unendlich vielen Quadern
Q;, was zu zeigen war.

“«—=" Es sei @y eine Folge von Quadern welche Bedingung 1. und Be-
dingung 2. erfiillt. Fiir jedes € > 0 existert ein N > 1 so dass

> Vol(Qr) <€
k=N

WEeil jedes © € A in unendlich vielen Qy’s liegt, folgt A C U @k, und

wir haben dadurch gezeigt, dass A eine Lebesgue Nullmenge 1st
O



2) Es sei 2 := [0,1] das abgeschlossene Einheitsintervall versehen mit der
Standardtopologie und A C €2 eine Teilmenge. Weiter bezeichne v das
dussere Lebesgue Mass auf (). Beweise oder widerlege jeweils folgende
Aussagen:

i) Ist A nirgends dicht, so gilt v(A) = 0.

ii) Ist v(A) =0, so ist A nirgends dicht.
iii) Ist A dicht, so gilt v(A) > 0.
)

iv) Ist v(A) > 0, so existiert ein nichtleeres, offenes Intervall I C [0, 1],
in welchem A N I dicht liegt.

v) Ist v(A) =1, so ist A dicht in [0, 1].

Losung: Wir widerlegen i): Enumeriere Q N [0, 1] = {gn }neny und defi-
nieren

1 1 >
I, = (qn—2n+1,qn+2n+1>, n>1, A:=[01\JL

Die Teilmenge A ist abgeschlossen und nach Konstruktion nirgends dicht
(weil g ¢ A fiir alle k£ > 1). Weiterhin gilt

W(A) 2 o([0.1]) = S nlh) 2 1= =
n=1 n=1

Dies widerlegt die Aussage.

Wir widerlegen ii): Es sei {g,} wie oben und definiere

(e) .:< € >
Q' = (@ — 2na¢]k+2n .

Es gilt
+00
v(@n[0,1) <> w(@Q)) =
k=1

fiir alle € > 0 und deshalb v(Q N [0,1]) = 0. Die Teilmenge Q N [0, 1]
ist dicht und also insbesondere nicht nirgends dicht. Dies widerlegt die
Aussage.

Wir widerlegen iii): die Megen A := QN [0, 1] ist offensichtlich dicht in
), aber wie in ii) gesehen gilt v¥(A) = 0.

+o00o
Wir widerlegen iv): Es bezeichne A := [0,1] \ | I,, die Menge aus Tei-

n=1
laufgabe 1). Wir wissen bereits, dass v(A) > 0. Weiters, sei (a,b) C
ein nichtleeres Intervall. Es existert somit eine rationale Zahl ¢ € (a, b).
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Weil (a,b) offen ist, gibt es ein offenes nichtleeres Intervall J so dass
g € J C (a,b) and J C Ij. Deshalb gilt J C A° C (AN (a,b))° und
deshalb ist die Menge A N (a,b) nicht dicht in (a,b). Dies widerlegt die
Aussage.

Wir beweisen v): Es sei (a,b) C Q ein nichtleeres Intervall. Es gilt
AU ((a,b) \ A) CQ

und deshalb v((a,b) \ A) = 0. Dadurch gilt ¥(A N (a,b)) =a—>b >0
und somit muss gelten (a,b) N A # @. Weil die Intervalle (a,b) C Q
eine Basis der Standardtopologie auf €2 bilden, folgt, dass die Teilmenge
A C Q dicht in € liegt. Dies Aussage ist also richtig.

]

Es sei (yx)k>1 eine Folge von positiven reellen Zahlen so dass 7 <
37%. Man zerlege das Einheitsintervall [0, 1] in drei disjunkte Intervalle
Iy, I1, I, wobei das zentrierte mittlere Intervall I; offen ist und die Lange
~v1 hat. Man zerlege nun jedes Intervall [, , fiir a; = 0,2, in drei Teil-
intervalle 1,0, 14,1, la,2, wobei das zentrierte mittlere Intervall ,,; offen
ist und die Lénge 72 hat. Ebenso verfahre man mit I, ,, (a1,as = 0,2)
USW.

Es bezeichne G die Vereinigung aller offenen mittleren Intervalle
Ilv IOl7 [217 [0017 R

und C' = [0,1] \ G die allgemeine Cantormenge.

a) Zeige: C' ist abgeschlossen, nirgends dicht und hat die Kardinalitét
von R.

Lésung: Da eine beliebige Vereinigung offener Mengen offen ist, ist
die Menge C' als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen.
Um zu zeigen, dass C' nirgends dicht ist, miissen wir zeigen, dass
kein nichtleeres Intervall (a,b) mit (a,b) C C existiert. Es sei

(1) Cy = U Iy .ap-

(a1 ..... ak)E{O,Z}k

Die Menge C}, ist die Vereinigung der dusseren Intervalle im k-ten
Schritt. Nach Konstruktion gilt

@) c=Nec.
k=1
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Nehme nun an, dass (a,b) C C. Dann gilt (a,b) C Cj fiir alle
k > 1. Es bezeichne [ die Intervall-Lénge der Intervalle aus denen
C zusammengesetzt ist. Nach Konstruktion gilt

1 i 1
_ /—1 1
lk—Q—k(l—E 2 ’Yz)ﬁﬁ
/=1

b—a< 2—1k
fir alle & > 1 gelten und deshalb a = b. Wir haben also ge-
zeigt, dass C nirgends dicht ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass C
die Kardinalitdt von R hat. Aus dem Basisjahr ist bekannt, dass
#{0,2}Y) = #R. Es sei a := (ag)r>1 € {0,2} und es bezeichne
[a]r := (ai,...,ax). Aufgrund von und ([2) wissen wir, dass

und somit muss

(3) C= |J I. wobeil,:= ﬁ[[a}k.
k=1

ac{0,2}N

Das Intervallverschachterlungsprinzip sagt uns, dass die Menge I,
genau aus einem Punkt besteht, da die abgeschlossenen Intervalle
I1a), verschachtelt sind und die Intervall-Léngen der Ify),’s gegen
Null konvergieren. Wir behaupten nun, dass I,, # I, falls a; # as.
Falls a; # ap existiert ein N > 1, so dass [ai]y # [as]n. Nach
Konstruktion sind die Intervalle Ifa,)y, f[ay)y disjunkt und somit
folgt direkt, dass I,, # I.,. Mittels haben wir also gezeigt,
dass C' eine iiberabzahlbare Vereinigung von disjunkten nicht-leeren
einelementigen Mengen ist und deshalb gilt #C = #R.

]

b) Berechne des Lebesgue-Mass von C.

1Sanity check: im Schritt & = 1 beschreibt C; die zwei dusseren Intervalle, die sich die
Lénge 1 — ~; teilen, ergo [ = %



Lésung: Es sei ¢, > 0, so dass v, + €, = 37%. Beachte

1
k=1 k=1
1<
_ E: k
= )\(G) —f- 5 2 €k
k=1
und somit
1R
C)=1—puG) ==Y 2k
HO) =1 pl@) = 5322

Es gilt also pu(C) = 0 genau dann wenn C' die klassische Cantor-
Menge ist mit v, = 37F.
O

4) Zeige den Satz von Cantor:

Theorem (Cantor 1890). Sei X eine beliebige Menge. Dann hat die Po-
tenzmenge 2% gréssere Michtigkeit als X, i.e. es emistiert eine injektive
Abbildungi : X — 2%, aber keine surjektive Abbildung f : X — 2%.

Gehe wie folgt vor:
a) Konstruiere eine injektive Abbildung i: X — 2%,
Lésung: Die Abbildung i(z) := {z} ist injektiv. O

b) Nimm an es gibt eine surjketive Abbildung f : X — 2% und leite
einen Widerspruch her — betrachten Sie dazu die Menge B = {x €

X|ad fla)}

Lésung: Falls f: X — 2% surjektiv ist, existiert ein y € X sodass
f(y) = B. Wir machen eine Fallunterscheidung: angenommen y €
f(y), erhalten wir einen Widerspruch zur Definition von B = f(y).
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Falls aber y ¢ f(y), dann ist y € B per Definition von B, aber
f(y) = B, also erhalten wir wieder einen Widerspruch. Dies zeigt
insgesamt, dass die Existanzannahme von f zu einem Widerspruch
fithrt, was zu zeigen war.

]

Zeige, dass die Borel o-Algebra B von R die gleiche Méchtigkeit hat
wie R.

Lésung: Dass B mindestens dieselbe Kardinalitdt wie R besitzt
folgt aus der Tatsache, dass fir x € R gilt {x} € B. Es ist etwas
schwieriger zu zeigen, dass die Kardinalitét von B hochstens die von
R ist. Dazu beobachten wir erstmal, dass

E={(¢,p)|e.peQ}CR

die o-Algebra B erzeugt. Wir enumerieren € = {/,, },en und inden-
tifierezen jedes I,, mit der Folge

(0,n,0,0,...) € N,

Das Komplement I¢ wird mit (2,7,0,0,...) identifiziert, und I,,, U
I,,, mit (1,my, ma,...) wobei

Mori (2k+1)

das k-te Element der Folge von I,,, bezeichnet (i = 0, 1). Diese Ver-
einigungsregel kann fiir abzéhlbare Vereingungen erweitert werden.
Da & = {I,,},en die o-Algebra B generiert, kann zu jedem B € B ei-
ne Folge von Folgen zugewissen werden (sprich ein Element in NV),
die B eindeutig codiert, d.h. zwei Borel-Mengen By und B; mit der
selben Folge von Folgen sind gleich, i.e. By = Bj. Dies zeigt, dass
die Kardinalitéit von B hochstens #NY = #R ist. Mit dem ersten
Teil reicht dies also aus um #B = #R zu schliessen ]

O

Zeige, dass nicht Borel-messbare Mengen A C R existieren. Hin-
weis: Nach dem Satz von Cantor (siche Aufgabe 4) hat fiir jede
Menge X die Potenzmenge 2% gréssere Michtigkeit als X.

Beweis. Dies folgt sofort aus Aufgabe 4 und 5 a) weil
HB = #R < #2%,

?Diese Losung ist etwas knapp — fiir mehr Details siehe hier.
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https://math.stackexchange.com/questions/1768569/proof-that-the-cardinality-of-borel-sets-on-mathbb-r-is-c-without-using-the/

c) Zeige, dass Mengen A C R existieren, die Lebesgue- aber nicht
Borel-messbar sind.

Es bezeichne C' die Cantor-Menge, gegeben durch

+oo
C:=[)Ck
k=1

wobei Cy = [0, 1] und C} = C’g‘l U (% + C’“g‘l). Sei B die Borel o-Algebra

und A die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen. Von der Definition
folgt C' € B und es gilt

m(C) = p(C) = lim p(Cy) = lim z_ 0,

k—oo k—o0 3k

wobei p (resp. m) das Lebesgue Mass auf B (resp. A) ist. Alternativ
siehe Losung von 3b). Es ldsst sich zeigen, dass

+00
x = Zak?ﬁk,ak € {0,2}}

k=1

C:{xe[o,l]

und somit ist C' gleichméichtig wie R. Alternativ siehe Losung von 3a).
Weil p(C) = 0 gilt sind alle Teilmengen D C C' Lebesgue-messbar weil
das Lebesgue Mass 1 auf A vollstéandig ist. Insbesondere gilt mit Aufgabe
4 und 5a)

#B = #R < #28 = #2° < # A

Insbesondere ist A\ B # 0.



