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1) Bestimme den Grenzwert der Folgen
a) a, = fon (1 — %)n - €2 dx mittels majorisierter Konvergenz,

Lésung: Definiere

NIE]

T n
fn = X[o,n] <1__> se2.

n

Dann gilt a, = fooo fndx. Man beobachte, dass (1 — %)n monoton
steigend gegen e~* konvergiert. Insbesondere gilt

=€

NIE]
NIE]

fn<e e

Letzere Funktion ist aber auf [0, 00) integrierbar, insbesondere konnen
wir die majorisierte Konvergen anwenden und erhalten

lim a, = lim fnda::/ lim fndx:/ e 2 dr = 2.
0 0

n—o0 n—o0 0 n—oo

b) b, = fon (1 + %)n - €727 dz mittels monotoner Konvergenz.

Lésung: Definiere

AN
o= (12 2) e
n
Wie davor gilt auch hier b,, = fooo gn dx und g, konvergiert monoton stei-
gend gegen die Funktion e® - e72* = ¢=%. Wir konnen also die monotone
Konvergenz anwenden und erhalten

lim b, = lim gndx:/ lim gndx:/ e “dr=1.
0 0 0

n—00 n—00 n—o00

2) Sei A C R™ und v das &ussere Lebesgue-Mass auf R". Zeige folgende
Aussagen:



a) Es exisitert eine Gs-Menge B so dass B D A und v(A) = v(B).!

Lésung: Falls v(A) = oo gilt, konnen wir X als gewiinschte G-
Menge wihlen und sind fertig. Sei also 0BdA v(A) < co. Theorem
2.13 besagt, dass es eine Folge von offenen Mengen Uy O A gibt, so
dass

v(A) = lim u(U;).

Da v(A) endlich ist, kénnen wir annehmen, dass p(U;) < oo gilt.

Wir definieren '
Vi=(U
j=1

Alle V; sind offen und enthalten A. Wegen der Monotonie gilt
v(U;) > v(V;) > v(A).

Weil V; und U; offen sind stimmen v und p iiberein. Aufgrund der
Infimum-Definition in Theorem 2.13 und der obigen Ungleichung
wissen wir:

v(4) = lim p(U;) = lim p(V).

1—>00 1—>00

Gleichzeitig wissen wir aber
(V1) = u(Ur) < oo und Vi1 CV;
und weil g ein Mass auf B definiert, erhalten wir also
VMJ=ggMW%=u0£%),

cf. Theorem 1.28 (v). Also ist B := [,y
die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

V; € B eine Gs-Menge, die

]

b) Ist A Lebesgue-messbar, dann existiert eine F,-Menge C' so dass

C C Aund v(A) =v(C).2

Lésung: Der Beweis ist analog zu 2a): man wendet wieder Theo-
rem 2.13 an (mit dem Supremum und den Kompakten Mengen)
— die Inklusionen miissen lediglich umgedreht werden und Schnit-
te werden mit Vereinigungen ausgetauscht. Man beachte, dass die

1Zur Erinnerung: B ist eine Gs-Menge, wenn B als abzihlbarer Schnitt von offenen
Mengen geschrieben werden kann.

2Zur Erinnerung: C ist eine F,-Menge, wenn C als abzihlbare Vereinigung von abge-
schlossenen Mengen geschrieben werden kann.



Annahme v(A) < oo nichtmehr notwendig ist, weil sich das Mass p

unter Vereinigungen von monoton steigenden Mengen besser verhélt
(vgl. Theorem 1.28 (iv) und (v)).

]

3) Zeige, dass jede Teilmenge A C V eines echten Untervektorraumes V' C
R"™ Lebesgue-Mass 0 hat.

Lésung: Sei m die Dimension von V. Da V eine echter Untervektor-
raum ist gilt m < n. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass es eine

orthogonale Matrix
¢: R" — R"

gibt, so dass
o (R™ x {0,...,0}) =W

Wir wissen, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist und dass d¢ = ¢ gilt, weil
¢ linear ist. Weil ¢ orthogonal ist folgt also auch

| det(dg)| = | det(¢)] = 1.

Die charackteristische Funktion yy : R™ — R ist Lebesgue-messbar, weil
V (topologisch) abgeschlossen ist und somit Borel-messbar ist.> Mit der
Transformationsformel (e.g. Theorem 2.17) folgt also

m(V) = [ v dm
— [ (wo) |det(do)] dm

Z/ XRmx{O,...,O})dm
=m(R™ % {0,...,0}).

Wir behaupten m (R™ x {0,...,0}) = 0. Dazu sei Q) eine Folge von
Quader in R™, die R™ abdecken

R™ = UQk7

keN

3Das V eine abgeschlossene Menge im topologischen Sinne ist folgt schnell aus der Tat-
sache, dass R™ x {0....,0} C R™ abgeschlossen ist und ¢ ein Diffeomorphismus ist.



und

Vol (Qr) = C >0, VkeN

fiir ein fixes C' > 0 erfiillen. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 definieren wir nun
Quader Q. in R™

—& ¢ —& € — €
Q’m'—@“{W@]X{wm%“*{wm]
Dann gilt

m(Qpe) = Volo(Qre) = Vol (Qr) (%)"*m —C. (i)“*m ‘

Insbesondere

fiir eine grossere Konstante C' > 0. Weil e > 0 aber beliebig gewiihlt
worden ist, beweist die obere Abschéitzung die Behauptung — beachte
dass wir hier n — m > 1 verwendet haben!

Die Behauptung zusammen mit der Gleichung der Transformationsfor-
mel zeigt also

m(V) = 0.
Insbesondere ist aufgrund der Vollstédndigkeit des Lebesgue-Masses m

jede Teilmenge A C V' Lebesgue-messbar mit m(A) = 0.
O

Eine Menge A C R” heisst Jordan-messbar falls die charakteristische
Funktion y4: R™ — R Riemann integrierbar ist.

a) Finde eine Jordan-messbare Menge A C R", die nicht Borel-messbar
ist.

Lésung: Sei C C [0, 1] die Cantor-Menge. Wir haben in der Losung
von Serie 5, Aufgabe c) gesehen, dass es ein N C C geben muss,
das nicht Borel-messbar ist. Aus der Analysis wissen wir, dass die



charakteristische Funktion yo Riemann integrierbar ist, und somit
gilt

R(xc) = /]RXC dm =m(C) =0,

Serie 5 Aufgabe 3b) und Theorem 2.24. Insbesondere ist auch xx
Riemann integrierbar und deshalb per Definition N Jordan-messbar.
Deshalb ist A = N eine Wahl, die die gewiinschten Eigenschaftern
erfiillt. ]

b) Finde eine beschrinkte Lebesgue-messbare Menge A C R”, die we-
der Jordan- noch Borel-messbar ist und positives Lebesgue-Mass
hat.

Beweis. Sei N wie in Teil a) und definiere
A:=10,1]\ (QUN).
Die Menge A ist Lebesgue-messbar weil N Lebesgue-messbar ist. Es gilt
m(A) = 1—m(QUN) = 1 —m(Q) — m(N) = 1,

aber Q ist dicht in R, das heisst das fiir jede Partition in der Untersumme
von x4 eine rationale Zahl auftaucht — da diese aber nicht in A liegen
ist die Untersumme von y4 konstant gleich 0. Wére x4 also Riemann-
messbar, wiirden wir R(x4) = 0 erhalten, was Satz 2.24 widerspricht
denn

0= R(XA) = m(A) = 1.
Also ist x4 nicht Riemann integrierbar und somit A nicht Jordan-messbar.

Da A beschrénkt ist und strikt positives Lebesgue-Mass hat, bleibt es
nur noch zu zeigen, dass A nicht Borel-messbar ist. Definiere dazu

B:=QUN =[0,1]\ A.

Wir nehmen per Widerspruch an, dass A Borel-messbar ist. Dann ist
auch B wie oben Borel-messbar. Da Q N N¢ hochstens abzéahlbar ist, ist
Q N N¢ auch Borel-messbar, und wir erhalten dass auch

B\(QNN) =N

Borel-messbar ist. Dies widerspricht N ¢ B. Also haben wir gezeigt, dass
das obige A nicht Borel-messbar ist. O]



5) Sei (X, A, p) ein Massraum und v: 2% — [0, oo] definiert als
v(B) :=inf {u(A)| AD B, Ac A}.
a) Zeige, dass v ein dusseres Mass definiert und A C A(v).

Lésung: Es gilt v(0) = () = 0. Seien By C By € X und (Ag)ken
folgen von Mengen in A mit

Ay D By, v(By) = kh_}r(r:o p(Ayg).

Dann aber iiberdeckt auch jedes einzeln A, die Menge By, und mit
der Infimum-Definition folgt also

v(By) = lim ju(Ay) > v(By).

Noch zu zeigen ist die Subadditivitit: sei (B;);en eine Folge von
Teilmengen in X und (A})ren eine Folge in A sodass

Al D By, v(B;) = klim p(AL).
—00

Dann gilt, aber dank der Montonie und Eigenschaften des Masses
w, fiir alle k € N:
ieN ieN

+(us)

< ZM(AZ)-

Insbesondere gilt

Also ist v ein ausseres Mass.

Sei nun A € Aund D C X beliebig. Sei Dy, eine Folge in A, so dass
Dy, die Menge D {iiberdeckt und

v(D) = lim p(Dyg).

k—o00

Weil D, N A und Dy \ A disjunkt sind und p ein Mass ist, erhalten
wir
v(D) = lim p(Dy) = lim p(Dy 0 A) + p(Dy \ A).

k—o0

6



Weil D, N A (resp. Dy \ A) in A liegt und D, N A D DN A (resp.
Dp\ AD D\ A) schliessen wir wieder mit der Infimum-Definition

lim u(DyNA) >v(DNA), resp. klim (D \ A) > v(D\ A).
— 00

k—o00

Dies beweist

v(D) >v(DNA)+v(D\ A).

Fiir die andere Ungleichung wéhlen wir zwei Folgen By, Cy in A
die jeweils D N A und D \ A iiberdecken, sodass deren p-Masse
gegen v(DNA) und v(D \ A) konvergieren. Dann gilt B, UCy, O D
fiir alle £ und somit erhalten wir mit derSubadditivitéit von p und
Infimum-Definition von v:

V(DN A)+v(D\A) = lim (u(B) + p(Cy))
> o, MBe U G)
> v(D).

Dies zeigt A € A(v) und somit die gewiinschte Inklusion A C A(v).
[

Sei zusétzlich u(X) < oo. Zeige, dass der Massraum (X, A(v), 1/|A(V)>
gleich der Vervollstandingung von (X, A, ) ist.

Hinweis: Zeige, dass fiir jedes B C X ein A € A existiert mit
A D Bund v(B) = u(A).

Lésung: Wir nehmen zuerst den Hinweis an. Wir wissen vom Theo-
rem 2.4, dass (X CAY), Vl A(u)) vollstandig ist. Ausserdem gilt A C

A(v), cf. ba). Weil die Vervollstindigung der kleinste vollstéindige
Massraum ist, der den urspriinglichen Massraum erweitert (cf. Serie
4, Aufgabe 3) konnen wir also bereits A* C A(v) schliessen. Fiir
die andere Inklusion sei B € A(v). Wir wenden die v-messbarkeit
von B mit D = X an:

v(X)=v(XNB)+v(X\B)=v(B)+vX\B).
Wir wenden nun den Hinweis auf B und X \ B an und erhalten
A EeA: BCA X\BCE, w(A)=v(B), W(E) =v(X\B).

Insbesondere gilt
E°C BCA.



Falls wir also zeigen konnen, dass p(A \ E€) = 0 gilt, haben wir
B € A* (per Definition). Ersteres folgt aber aus

H(A) = p(A\ E9) 4+ p(AN E°) = p(A\ E¥) + p(A)

und
u(A) =v(A) <v(X) < .

Also ist A(v) C A* gezeigt und somit gilt Gleichheit. Dass die Masse
p* und v, iibereinstimmen folgt aus der Tatsache, dass sie es auf
A tun und Eindeutigkeit aus Theorem 1.55 (ii).

Wir beweisen den Hinweis:
Sei B C X beliebig und Ay, eine Folge in A mit v(B) = limy_,oo pt(Ayg).
Wir definieren

k
Cr =[] Ar € A.
=1
Dies definiert eine absteigende Folge in A mit C}, O Ay O B. Insbe-
sondere gilt aufgrund der Monotonie von g und Infimum-Definition
von v:

lim p(Ag) = lim p(Cy).
k—o00 k—o00
Aber CY ist absteigend und
1(C) < p(X) =v(X) < oo,

insbesondere erhalten wir fiir A := (), Ck € A:

p(A) = lim p(Cy) = lim u(Ay) = v(B).
c¢) Sei X eine Menge und A C X nichtleer. Definiere
A= {0, A, 4% X}, ju(0) = u(A) = 0, p(A%) = pu(X) 1= oc,

i) Fir B C X gilt

C
Wm:{a falls B C A,

00,  sonst.

ii) Berechne die Vervollstandigung (X, A*, 1*) und A(v).

iii) Schliesse, dass die Annahme v(X) < oo in b) notwendig ist.



Lésung: Adi): Falls B C A dann gilt v(B) = pu(A) = 0, da ausser
A nur X in A liegt und gleichzeitig B beinhaltet, aber pu(X) = oo
und wegen der Infimum-Definition muss also v(B) = u(A) gelten.
Falls B nicht in A enthalten ist, kommt bei der Infimum-Definition
nur X in Frage, und somit gilt in diesem Fall v(B) = v(X) = oc.
Ad ii): man direkt iiberpriifen, dass A(v) = 2%: sei B C X beliebig
und D C X beliebig. Im ersten Fall nehmen wir an, dass D C A.
Dann gilt

v(D) =00, v(DNB) =00, v(D\ B) = o0,

weil alle 3 Mengen in D und somit in A enthalten sind. Falls jetzt
aber D nicht in A enthalten ist, dann sind alle drei Masse oben
gleich 0. In beiden Fillen erhalten wir also

v(D)=v(DNB)+N(D\ B),
was 2% = A(v) beweist. Fiir A* stellen wir die Vermutung
A*={BC X|BCAoder B2 A}.

Da A eine Nullmenge von A ist, muss die Vervollstdndigung, per De-
finition eines vollstdndigen Massraums, sdmtliche Teilmengen B C
A enthalten. Abzéhlbare Vereinigungen/Schnitte von Teilmengen B
in A sind selber Teilmenge von A, aber mit B¢ erhalten wir auch
sdmtliche Teilmengen, die A° enthalten. Ein d&hnliches Argument wie
fiir A zeigt, dass Mengen, die A€ enthalten, unter o-Algebra Operati-
on nur A€ nicht mehr enthalten kénnen, wenn man das Komplement
bildet — dann landen wir aber wieder in A.

Summa summarum haben wir gezeigt, dass wenn wir die fiir die
Vollstandigkeit notwendigen Nullmengen zu A hinzufiigen und die
davon generierte o-Algebra betrachten, erhélt man A* wie oben
beschrieben. Mit Serie 4 Aufgabe 3 zeigt dies also die Vermutung.
Ad iii): wire v(X) < oo in b) nicht notwendig, dann miisste A(v) =
A* in ¢) gelten, was offensichtlich c) ii) widerspricht.

O



