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1) Zeige, dass die folgende Gleichung gilt:

t—o00

Hinweis: Verwende dazu den Satz von Fubini und die Identitat

t
1
/0 e sin(z) dz = ;s (1 — " (usin(t) + cos(t)) ,  fiir u>0.

Losung: Die Funktion
h:10,t] x (0,00) = R, (z,u) — |e”“"sin(z)|

ist, stetig und [0,¢] ist ein zweitabzéhlbarer kompakter topologischer
Raum und deshalb gilt

Bio,1)x(0,00) = Bio,g @ Bo,00)

cf. Teil 2 von Lemma 7.6. Insbesondere ist h auch By ® B )-messbar.
Mit dem Satz von Fubini (i.e. Theorem 7.17) erhalten wir also

t 00
/ h(z,u)dz du :/ (/ h(z,u) du) dx
[0,£]x (0,00) 0 0

t
= / |sin(x) |z~ dx
0
1 t
= / |sin(z) |z~ dx + / |sin(x)|z ™" da
0 1
< C+1t < oo,
fiir ein C' > 0. Also haben wir gezeigt, dass e sin(z) in £ (B(o) ® Bo,c0), ft @ f1)

liegt, wobei p dass jeweilige Lebesgue-Mass auf der Borel o-Algebra be-
zeichnet. Erneutes anwenden von Fubini liefert:

/0 t Sinf) dz = /O t sin() ( /0 e du) dx
_ /O h < /0 e sin(x) dx) du.




Mit dem Hinweis erhalten wir also

" sin(z) < 1 * et ,
/o sz = /0 T du — /0 T (usin(t) + cos(t)) du

T /Ooo " (usin(t) + cos(t)) du.

2 14 u?

Wir bemerken, dass

00 efut
‘ / usin(t) du
o 14u?

o 1

< / e du = -
0 t

o 1

< / e Uduy ==,
0 t

t .
lim / &(x)dx =
t—o00 0 T

und

00 —ut
/ ¢ cos(t) du
0

14 u?

Damit erhalten wir

SE

Seien (X, A, 1) und (Y, B,v) zwei o-endliche Massrdume und seien f €
LY(p), g€ LY(v). Definiere

h: X xY =R, h(z,y) := f(z)-g(y).

Zeige, dass h € L'(p @ v) und

/Xxyhd(u@by)—/xfdu-/ygdz/

gilt.
Losung: Betrachte die Funktion h = f - ¢ als die Verkettung

XxYYYRYR R,

wobei m(r,s) := r-s. Da R zweitabzahlbar lokal kompakt ist und m
eine stetige Abbildung ist, impliziert Lemma 7.6, dass m: R x R — R
beziiglich Bryr = Bgr ® Bg messbar ist. Ausserdem ist (f, g) messbar weil
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f und g messbar sind.! Insbesondere ist h = m o (f, g) eine messbare
Abbildung. Wenn man nun mit der Normfunktion weiter verkettet, zeigt
das obige Argument auch, dass |h| messbar ist.

Mit Fubini fiir positive Funktionen (i.e. Theorem 7.17) lisst sich also

zeigen:
| mldan = [ ([l a)) di

- [ ([ 1@l s avn) ) duto

- [ s ( /Y |g<y>rdu<y>) du(z)

_ /Y ()| dv(y) - /X £()] du(a)
< 0

weil f und ¢ beide L!-Funktionen sind. Dies beweist

he LY(X XY, u®v).

Die Funktion h,(-) = f(z) - g(-) ist fiir fast alle x € X eine L'-Funktion,
da g eine L' Funktion ist und f(z) fiir fast alle z € X endlich ist, da f
auch L' ist. Mit dem symetrischen Argument schliessen wir auch, dass hY
eine L'-Funktion ist, und weil h auch eine L'-Funktion ist, kann Fubini
fur integrierbare Funktionen (i.e. Theorem 7.20 (iii)) angewendet werden
und liefert.

fo o0 = [ (s dnto
:/ (/ Fl@) - g(y) dy(y)) dp(z)
- [ @ (/ ) dily >) du(a)

:Aﬂm@@léﬂw@w

Dies beendet den Bewelis.

ISchreibt einen kurzen Beweis aus, falls ihr euch unsicher seid!



3) Seien X =Y = [0, 1] und betrachte die Massrdume (X, A, m), (Y,2Y,v),
wobei A die Lebesgue o-Algebra, m das Lebesgue-Mass und v das Zahlmass
ist. Seil A = {(z,2)[r e X} CX xY.

a) Berechne fiir f = ya:

ﬁé(lf@waw)mmm
/y (/X f@y) dm(@")) dv(y).

Lésung: Wir beobachten, dass

() = f(2,y) = xy(x) und f*(y) = X3 (y)

und somit erhalten wir

Lf@me@ZAijM@=mmm=&

und

und

/Yf(%y) dv(y) = /YX{x} dv(y) =v({z}) = 1.

/Y (/X f(@y) dm(x)) dv(y) =0
/X (/Y f(x,y) dV(?J)) dm(z) = m(X) = 1.

b) Die Ergebnisse in a) simmen nicht iiberein. Wieso ist dies kein Wi-
derspruch zum Satz von Fubini?

Damit folgt

und

]

Lésung: Dies ist kein Widerspruch zum Satz von Fubini, weil (Y, 2, v)
nicht o-endlich ist.

]



4)

Definiere f : [0,1]> — R durch

y 2 falsO<zr<y<l,
flr,y) =< —272 fallsO0<y <z <1,

0 sonst.

Ist diese Funktion Lebesgue integrierbar?

Hinweis: Verwende den Satz von Fubini.

Léosung: Wir vermuten, dass f nicht Lebesgue integrierbar ist und neh-
men deshalb per widerspruch an, dass f doch Lebesgue integrierbar ist.
Dann koénnen wir mit dem Satz von Fubini die Intergrationsreihenfolge
vertauschen und erhalten:

/Ol/olf(x,y)dxdy:/ (/ —dx—/ idx)dy:1
llﬂmw@m: 1 z—%@+ 1%@ de = —1.
I [ (= [ )

Diese zwei Integrale sind laut Fubini gleich, aber 1 = —1 ist falsch;
widerspruch! n

Sei f € LP(R, m), wobei m das Lebesgue-Mass bezeichnet. Zeige folgende
Gleichung mit dem Satz von Fubini:

/R F@)Pde = p / T m (1] = ) dy

Hinweis: Verwende |f(z)[P = Olf(x”pyp’ldy.

Lésung: Die Gleichung |f(z)P = f |F(= pyp_ldy folgt aus dem Funda-
mentalsatz der Analysis. Wir wenden Fubini an (in der dritten Zeile) und



erhalten

Awmwm%x[m%wwgw

=p/ (/ Y X0, 171 () dy) dx

R R

:p/ (/ X{(x,y)e]RQ:0§y§|f(oc)\}(x7y) dl‘) ypil dy
R R

=gémuxeR:u@nzynmmxxww*dy

_ p/ooo wim({z € R : |f(z)] = y}) dy.



