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1. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie: X ist nicht zusammenhingend genau dann, wenn es eine
stetige, surjektive Abbildung von X nach {0, 1} mit der diskreten Topologie gibt.

2. Zeigen Sie, dass der Grenzwert einer Folge in einem Hausdorffraum, sofern er existiert, eindeutig ist.

3. Sei (X, Ocofin) €in topologischer Raum mit der kofiniten Topologie.

(a) Zeigen Sie, dass X das Axiom T erfiillt, d.h. fiir zwei verschiedene Punkte a # b in X existieren
offene Umgebungen von a und b, welche den jeweils anderen Punkt nicht enthalten.

(b) Wann ist X ein Hausdorffraum?
(¢) Zeigen Sie, dass ein beliebiger topologischer Raum X genau dann das Axiom 77 erfiillt, wenn alle
einelementigen Teilmengen von X abgeschlossen sind.
4. Sei X eine Menge.
(a) Was sind die kompakten Mengen in X mit der diskreten Topologie?
(b) Was sind die kompakten Mengen in X mit der kofiniten Topologie?

5. (Zusammenhangskomponenten) Sei X ein topologischer Raum und sei zg € X.
(a) Die Menge
{z € X | 3A C X zusammenhéngend mit xg,z € A}

heifit Zusammenhangskomponente von xg. Zeigen Sie, dass dies die grofite zusammenhéngende Teil-
menge von X ist, welche zy enthélt, und weiter, dass dies eine abgeschlossene Teilmenge von X
ist.
(b) Die Menge
{z € X | es gibt einen Weg von x nach x¢}

heifit Wegzusammenhangskomponente von xg. Zeigen Sie, dass dies die grofite wegzusammenhéngende
Teilmenge von X ist, welche xg enthélt.

(c) Was sind die Zusammenhangskomponenten und Wegzusammenhangskomponenten in Q7

(d) Finden Sie ein Beispiel eines topologischen Raums mit einer Wegzusammenhangskomponente, die
nicht abgeschlossen ist.

6. Seien X und Ynichtleere topologische Réaume.
(a) Zeigen Sie, dass X und Y genau dann zusammenhingend sind, wenn X x Y zusammenhéingend ist.

(b) Zeigen Sie, dass X und Y genau dann kompakt sind, wenn X x Y kompakt ist.
7. Die Cantor-Menge C' C R ist wie folgt definiert. Sei

1 2 1
C1:=10,1] und Cp:= 30U <3 + 3Cn1) .

Nachfolgend sind C; bis C7 abgebildet.



Dann ist die Cantor-Menge definiert durch
C:= ﬂ Ch.
n=1

(a) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge abgeschlossen ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Cantor-Menge iiberabzihlbar ist.
(¢) Zeigen Sie, dass die Zusammenhangskomponenten von C jeweils nur aus einem Punkt bestehen.



