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Serie 4

In dieser Serie geht es um die Erhaltungssidtze und um erste Beispiele der Quan-
torenelimination. In Aufgabe 1 wird ein Beispiel gesucht, das zeigt, dass die
Trennung von zwei Theorien nicht notwendigerweise symmetrisch ist. In Aufga-
be 2 werden Charakterisierungen fiir Existenz-Formeln erarbeitet, analog zu den
Charakterisierungen fiir Universal-Formeln (Kor. 3.13) und V3-Formeln (Kor.
3.17). In Aufgabe 3 wird die Morleyisierung behandelt, die erlaubt aus jeder
Theorie eine Theorie mit Quantorenelimination zu machen. In Aufgabe 4 wird
die Quantorenelimination an konkreten Beispielen illustriert.

Aufgabe 1

Geben Sie zwei Theorien T} und 75 in einer Sprache L an, so dass T} und Tp
beide unendliche Modelle haben und die folgenden beiden Bedingungen gelten:

(a) Es gibt eine universelle Aussage, die Ty von T5 trennt.
(b) Es gibt keine universelle Aussage, die T5 von T trennt.

Hinweis: Zum Beispiel kann L group verwendet werden.

Aufgabe 2

Sei T eine L-Theorie. Analog zum Satz 3.11 iiber universelle Aussagen gibt es
den folgenden Satz iiber existentielle Aussagen:

Satz: Seien T und Ty zwei Theorien. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gibt eine existentielle Aussage, die Ty von Ty trennt.
(b) Kein Modell von Ty ist eine Uberstruktur eines Modells von Ty.

Verwenden Sie den obigen Satz, um analog zu Korollar 3.13 die folgenden Aus-
sagen zu zeigen:

(1) Fiir eine Formel (x4, ..., z,) sind dquivalent:

(a) ¢ ist modulo T dquivalent zu einer existentiellen Formel.

(b) Fiir alle Modelle 20 C B von T und ayq,...,a, € A gilt: Falls A =
o(al,...,ay,), dann gilt auch B = p(ay,...,a,).

(2) Eine Theorie T ist dquivalent zu einer existentiellen Theorie genau dann
wenn fiir alle Strukturen A C B git A =T = B =T.

Aufgabe 3
Sei T' eine L-Theorie. Sei L™ = L U {R,} eine neue Sprache, wobei R, ein n-
stelliges Relationssymbol fiir jede L-Formel ¢(x1, ..., x,) ist. Die Morleyisierung

T™ ist die L™-Theorie
T =T U{Vey, ..., 20(Rp(21,...,2T0) <> @(z1,...,25)): @ ist eine L-Formel}.
(a) Zeigen Sie, dass T™ Quantorenelimination hat.

(b) Zeigen Sie: T ist eine vollstindige L-Theorie genau dann wenn T™ eine
vollstdndige L™-Theorie ist.
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Aufgabe 4
Schreiben Sie die folgenden Formeln (21, ..., z,) als Aquivalente Formeln (mo-

dulo T') ohne Quantoren.
(a) Sei T die Theorie der R-Vektorrdume und ¢(z1) =Vu: 1 +v=v
(b) Sei T die Theorie der Gruppen und ¢(z1) = Jzg: 1 - 22 = €.

(c¢) Sei L = LoRing; T = Toriela U {Vx: (z > 0 — Jy: y - y==x)} die Theorie
der geordneten Korper mit Wurzeln und sei

o(a,b,c) = Jz: ar® +br +c=0.



