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Serie 6

In Aufgabe 1 und 2 wird mit dem Stone Raum gearbeitet. In Aufgabe 1
werden der Kompaktheitssatz und das Trennungslemma topologisch formuliert.
Die topologische Version des Trennungslemmas kann auch fiir andere Beweise
verwendet werden, zum Beispiel Lemma 4.11.2 aus der Vorlesung. Der Satz von
Vaught besagt, dass es keine abzdhlbaren vollstdndigen Theorien mit genau zwei
abzdhlbaren Modellen gibt. In Aufgabe 3 wird gezeigt, dass es aber drei oder
mehr solche Modelle geben kann.

Aufgabe 1

Sei L eine Sprache. Fiir n € N und T eine Theorie, sei S,,(T) der Stone-Raum
der Typen von T. Wir betrachten zuerst den Spezialfall Sy (0).

(a) Zeigen Sie, dass die Elemente von Sy(()) genau die vollstindigen Theorien
Th() fiir L-Strukturen 2 sind.

(b) In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass aus dem Kompaktheitssatz folgt,
dass der Stone Raum S,,(T") kompakt ist. Zeigen Sie, dass die Kompaktheit
von Sp(0) den Kompaktheitssatz impliziert.

Verwenden Sie folgende Charakterisierung von Kompaktheit: Fir jede Fa-
milie U = {P;}ic; von abgeschlossenen Teilmengen P; und jede endliche
Teilmenge J C I gilt:
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(c) Sei T eine Theorie. Zeigen Sie, dass So(T") = {Th(21): A = T'}. Insbeson-
dere ist So(T) eine kompakte Teilmenge von So(()).

(d) Interpretieren Sie das Trennungslemma 3.7 (Vorlesung 6) als Spezialfall
des folgenden Lemmas:

Lemma 1: Sei X ein topologischer Raum und Y,Z C X kompakt (mdg-
licherweise nicht Hausdorff). Sei U eine Familie von Mengen, die offen
und abgeschlossen sind. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine positive Boolsche Kombination B aus Elementen von
U (B besteht aus endlich vielen Vereinigungen und Schnitten aus
Elementen von U), so dass Y C B und ZN B =1).

(ii) Fir jedes y € Y und z € Z gibt es ein U € U, so dass y € U und
z¢U.

(e) Beweisen Sie Lemma 1.

(f) Wenden Sie Lemma 1 auf S,,(T") an, um folgendes Lemma zu beweisen:
Lemma 2: Seien C1,Co C S,,(T) abgeschlossen und disjunkt. Dann gibt es
L-Formeln o1, 92 mit C1 C [p1],Ca C [w2] und [p1] N [ps] = 0.

(g) Folgern Sie wie in der Vorlesung:

Lemma 4.11.2: Jede Teilmenge von S, (T), die sowohl abgeschlossen als
auch offen ist, ist von der Form [¢] fir eine L-Formel .



ETH Ziirich D-MATH Einfiihrung in die Modelltheorie
Dr. Benjamin Briick Raphael Appenzeller 10. Mai. 2022

Aufgabe 2

Beweisen Sie Lemma 4.12 aus der Vorlesung.
Lemma 4.12: Sei T eine Theorie undp € Sy, (T) ein Typ vonT. Sei p(x1,...,2n)
eine L-Formel. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) @ isoliert p.
(i) [¢] = {p}, das heisst p ist ein isolierter Punkt in S, (T).
(i) p={P(@): T FVT p(T) = ()}

Hinweis: Zeigen Sie: Angenommen ¢ isoliert p und ¢ € q € S,(T), dann ist
p U q konsistent mit T.

Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass es fiir jedes n > 2 eine abzéhlbare vollsténdige Theorie gibt mit
genau n abzéhlbaren Modellen, bis auf Isomorphie.

Hinweis: Betrachte (Q,<, Py,..., Py_a,¢p,c¢1,...) wobei die P; eine Parti-
tionterung in dichte Teilmengen von Q sind und die c; eine aufsteigende Folge
von Elementen in Py formen.



