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Aufgabe 1

Sei L eine Sprache. Fiir n € N und T eine Theorie, sei S,,(T) der Stone-Raum
der Typen von T. Wir betrachten zuerst den Spezialfall So(0).

(a) Zeigen Sie, dass die Elemente von Sy(#)) genau die vollstéindigen Theorien
Th(2) fiir L-Strukturen 2 sind.

(c) Sei T' eine Theorie. Zeigen Sie, dass So(1') = {Th(2): A |=7}. Insbeson-
dere ist Sp(1") eine kompakte Teilmenge von Sp(0).
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(b) In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass aus dem Kompaktheitssatz folgt,
dass der Stone Raum S, (T') kompakt ist. Zeigen Sie, dass die Kompaktheit
von So(@) den Kompaktheitssatz impliziert.

Verwenden Sie folgende Charakterisierung von Kompaktheil: Fiir jede Fa-
milie U = {P;}ier von abgeschlossenen Teilmengen P; und jede endliche
Teilmenge J C I gill:
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(d) Interpretieren Sie das Trennungslemma 3.7 (Vorlesung 6) als Spezialfall
des folgenden Lemmas:

Lemma 1: Sei X ein topologischer Raum und Y,Z C X kompakl (mag-
licherweise nicht Hausdorff). Sei U eine Familie von Mengen, die offen
und abgeschlossen sind. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine positive Boolsche Kambénatz'm@)ms Elementen von
U (B besteht aus endlich vielen Vereinigungen und Schnitten aus
Elementen von U ), so dassY C B und ZN B =0.

(ii) Fiir jedes y € Y und z € Z gibl es ein U € U, so dass y € U und
2¢U. (]
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(‘q Lemma 1: Sei X ein topologischer Raum und Y,Z C X kompakt (mdg-
licherweise nicht Hausdorff). Sei U eine Familie von Mengen, die offen
und abgeschlossen sind. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine positive Boolsche Kombination B aus Elementen von
U (B besteht aus endlich vielen Vereinigungen und Schnitten aus
Elementen von ), so dass Y € B und ZN B = .

(ii) Fiir jedes y € Y und z € Z gibl es ein U € U, so dass y € U und
z¢ U.
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(f) Wenden Sie Lemma 1 auf S,,(7") an, um folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 2: Seien Cy,Cy C S,,(T) abgeschlossen und disjunkt. Dann gibt es
L-Formeln ¢y, mit Cy C [¢1],C2 C [p2] und [¢1] N [p2] = 0.
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3\ (g) Folgern Sie wie in der Vorlesung:

Lemma 4.11.2: Jede Teilmenge von S, (T), die sowohl abgeschlossen als
auch offen ist, ist von der Form [p| fir eine L-Formel .
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Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass es fiir jedes n > 2 eine abzihlbare vollstandige Theorie gibt mit
genau n abzihlbaren Modellen, bis auf Isomorphie.

Hinweis: Betrachte (Q, <,Pr———P5_2,¢0,€1,...) wobei die P; eine Parti-
tionierung in dichte Teilmengen von QQ sind und die c; eine aufsteigende Folge
von Elementen in P, formen.
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