Dr. V. Gradinaru Herbstsemester 2022 ETH Ziirich

E. Jin . D-MATH
Lineare Algebra fiir D-ITET, RW

Beispiellosung fiir Serie 2

Aufgabe 2.1

Gegeben sind die Matrizen

4 1 -2 2 3 1 2
A=12 o 1|, B=1|1 2|, z2=17|, y=| 1].
2 -1 1 0 2 4 5

2.1a) Bilden Sie, sofern definiert, die folgenden Matrixprodukte:
AB, BA, Az, A2 .= AA, B%, BB', B'B, yTac, YT, xyT, BTy, yTB.
Losung: Es gilt:

4 1 -2][2 3 9 6
AB=|2 0 1|1 —2| =14 8
2 -1 1][0 2 3 10
4 1 -2][1 3
2 -1 1][4 ~1
4 1 -2][4 1 -2 14 6 -9
A*=12 0 1]|2 0 1|=]|10 1 -3
2 -1 1]]2 -1 1 8 1 —4
2 3 (13 —4 6
BB' =|1 -2 B _12 g}— -4 5 -4
0 2 6 -4 4
- 2 3 -
2 1 0 5 4
B'B = ] 1 2| = ]
3 -2 2/, 4 17
1
y'lz=[-2 1 5]|7| =25
4
1 -2 1 5
zy' =|7|[-2 1 5]=|-14 7 35
4 -8 4 20

] —9
- 201 0 I3
By‘3—22é_2
3

2
y'B=[-2 1 5]|1 —2|=[-3 2]
0 2

Die Matrixprodukte BA, B? und yz sind nicht definiert.
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2.1b) (freiwillig!) Losen Sie 2.1a) nochmals mit Hilfe von PYTHON.

Losung:

import numpy as np

= np.array ([[4,1,-2],[2,0,1],[2,-1,1]])
np.array ([[2.,3],[1,-2],[0,2]])

= np.array ([[1],[7],[41])

= np.array ([[-2],[1],[51])

< X W
Il

products = [A@B, A@x, A@A, B@B.T, B.T@B, y.T@x, x@y.T, B.T@y, y.T@B]
for i in products:
print (i)

Aufgabe 2.2

2.2a) Losen Sie das Gleichungssystem

—2x1 + a2 +  4dzs = -1
21 — To — xr3 = 4
—6:111 + 4382 + 14I3 = -2

mit Hilfe der LR-Zerlegung mit Zeilenvertauschung (Gauss-Elimination).

Losung: Bestimmung der Matrizen L, R und P, so dass LR = PA:

1 0 0% * %x|—2 1 4
0 1 0] *= = 2 -1 -1
0 0 1 x| —6 4 14
1 0 0 * % -2 1 4
{0 1 0] -1 =« 0 0 3 Zeile 2 - (—1)xZeile 1
0 0 1 3 % 01 2 Zeile 3 - 3xZeile 1
1 0 0 * % -2 1 4
—|0 0 1 3 % 01 2 Permutation Zeile 2 <+ 3
01 0]-—-1 =« 0 0 3
1 0 0 * % -2 1 4
-0 0 1 3 x 01 2
01 0|-1 0 00 3 Zeile 3 - O0xZeile 2
Daraus lassen sich die Matrizen
1 00 -2 1 4
L= 3 1 0|, R= 01 2
-1 0 1 0 0 3
und
1 0 0
P=10 0 1
01 0
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ablesen, fiir die LR = P A gilt. Wir erhalten fiir die Losung ¢ von Lc¢ = Pb

-1
c= 1].
3

Durch Riickwirtseinsetzen ergibt sich die Losung

2.2b) (freiwillig!) Losen Sie das Gleichungssystem in Teilaufgabe 2.2a) nochmals mit Hilfe von Py-
THON, zuerst direkt mittels der Operation numpy.linalg.solve’, dann mittels LR-Zerlegung gege-
ben durch ’scipy.linalg.lu’,also’P,L,U = lu(A)’, und der Operation 'solve’.

Losung: Das lineare Gleichungssystem kann mit Hilfe von PYTHON wie folgt gelost werden:

import numpy as np
from scipy.linalg import lu
from numpy.linalg import solve

J(2,-1,-11,[-6,4,14]1])

np.array ([[-2,1,4],[
1.[-21D)

= np.array ([[-1],[4
,L,U = Tu(A) #PA = LU
Pb = P @b #Pb = PAx =
Ux = solve (L,Pb)

x = solve (U,Ux)

A
b
P

LUx

Als kleine Bemerkung, wir sehen, dass PYTHON eine andere Permutationsmatrix P hat, als die, die wir
errechnet hatten in Teilaufgabe 2.2a). Dies liegt darin, dass der Computer Zahlen auf bestimmte Nach-
kommastellen rundet. Dabei entstehen sogenannte Rundungsfehler. Die Permuationsmatrix, die PYTHON
gewdhlt hat, minimisiert diesen Rundungsfehler, unter anderem.

Aufgabe 2.3

2.3a) Gegeben seien die Matrizen

3 =5
A= [(5) _Z _ﬂ B:= |5 4].
3 5

Berechnen Sie (AB)”, AT BT und BT AT .
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Losung:

T
3 -5
r_[[5 3 -1
wny - ([3 3 4]]5
3 5
T2 —181" [ 21 -5
L5 9] 18 9]
5 0 15 25 15
ATBT = | 3 —4 [_gig}: 29 —1 —11 |,
| -1 5 | -28 15 22
_ 5 0 _
Tur_ | 353 T 2 -5 T
BA=1545 _?1’ g Tl -18 9 = (4B)".

2.3b) Zeigen Sie, dass fiir beliebige quadratische Matrizen C' gilt, dass C' + C”T symmetrisch ist.

Loésung: Sei C' eine n x n-Matrix:

Satz 1.3.0.6 (1)

(C + T)T 512060 o | (oT\T — o 4 ¢ C+CT,

also ist C' + CT symmetrisch (Definition 1.3.0.3).

Aufgabe 2.4

2.4a) Bestimmen Sie die 3 x 3-Matrizen, die beim Anwenden (von links) auf eine 3 x 3-Matrix A Fol-
gendes bewirken:

(1) FEoq: subtrahiert dreimal die erste Zeile von der zweiten;
(i1) F31: addiert zweimal die erste Zeile zur dritten;
(iii) FE3o: subtrahiert einmal die zweite Zeile von der dritten;

(iv) P: vertauscht die zweite und die dritte Zeile.

Losung: Wir haben

1 00 1 00 1 00 1 00
Eyxy=1-3 1 0], E;; =10 1 0], Esx=|0 1 0], P=10 0 1
0 0 1 2 0 1 0 -1 1 010
2.4b) Seien A und R die Matrizen
1 0 4 1 0 4
A= | 3 -2 14}, R=10 -2 2|.
-2 -2 2 0 0 8

Bestimmen Sie Matrizen M7, M5 und M3, so dass
MiMsMsA = R,

wobei M7, My und M3 Matrizen aus Teilaufgabe 2.4a) sind.
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Losung: Die Matrizen sind M, = FEs9, My = E3; und M3 = E5;. Der Gaussalgorithmus angewandt auf
die Matrix A ergibt

1 0 4 1 0 4 1 0 4 1 0 4
A= 3 —2 14| B2 0 —2 2| B4 00 —2 2| 52 |0 —2 2| =R
—2 —2 2 9 —9 9 0 -2 10 0 0 8

Daher gilt:
E3E31E A= R.

Bemerkung: Die Matrizen F3; und Fs; kdnnen vertauscht werden, d. h. es gilt ebenso

E3Fy1 E31A = R.

Aufgabe 2.5
Multiple Choice: Online abzugeben.

2.5a) Ein Gleichungssystem Az = bmit A orthogonal (d. h. AAT = AT A = I,,) ist fiir beliebige rechte
Seiten b eindeutig 16sbar.
(i) richtig (i) falsch

Da A orthogonal ist, ist A insbesondere regulir: A~' = AT Fiir regulire Matrizen A ist das Gleichungs-
system Az = b fiir beliebige rechte Seiten 16sbar, siche Bemerkung 1.2.0.22.
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2.5b) Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

3131 — 2:172 + T3 - 57
221 + x5 = 3,
6xry + x> — 2z3 = 3.

Fiihrt man den ersten Gauss-Schritt mit Pivot in der Zeile 1 aus, so erhélt man die folgende augmentierte
(oder erweiterte) Matrix:

3 =2 1 )

i [ 0o —3/4 1/3]-1/2
0o 5 0| -7
3 -2 1] 5

G [ 0 4/3 1/3|-1/3
0 5 0| -3
3 -2 1] 5

Gii) [ 0 4/3 1/3]-1/3
0 5 —4| -7

(iv) Keine der obigen drei Matrizen stellt die augmentierte Matrix nach dem ersten Gauss-Schritt dar.

Jemand erhiilt als Resultat der Gausselimination die augmentierte Matrix

1 a 1 1
01 1 0
0 0 —a(l—a)|b(l—a)

2.5¢) Wenn b = 0, dann hat das Gleichungssystem immer genau eine Losung.
(1) Richtig.
(i1) Falsch.

Wenn a = 1, dann besteht die letzte Zeile nur aus Nullen und wir konnen z frei wéahlen. Als Losungsmenge
erhalten wir somit {(1, =\, A\)T : A € R}. Wir haben also mindestens einen Fall, fiir welchen wir unend-
lich viele Losungen bekommen.

2.5d) Wenn a # 0, dann hat das Gleichungssystem immer genau eine Losung.
(1) Richtig.
(i1) Falsch.

Wenn a = 1, so gibt es in der untersten Zeile kein Pivot, und das Gleichungssystem hat unendlich viele
Losungen. So zum Beispiel sind (1,1, —1) " und (1, —1,1) " Losungen.
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2.5¢) Wenna =2undb = 1, dann ist (2.5, —0.5, —0.5) T die einzige Losung.
(i) Richtig.
(i1) Falsch.
Die einzige Losung in diesem Fall ist (0.5,0.5, —0.5).
2.5f) Wenn a = 1, dann ist die Losungsmenge {(1,\, —A) T : A € R}.
(1) Richtig.
(i1) Falsch.

a = 1 impliziert, dass das Gleichungssystem von b befreit ist. Dann erhalten wir durch Riickwirtseinsetzen
die oben gegebene Losungsmenge.
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