Dr. V. Gradinaru Herbstsemester 2022 ETH Ziirich

E. Jin . D-MATH
Lineare Algebra fiir D-ITET, RW

Beispiellosung fiir Serie 8

Aufgabe 8.1 Polynomielle Projektion

In dieser Aufgabe betrachten wir den Polynomraum Py ([—1,1]) der Polynome vom Grad kleiner oder
gleich d auf dem Interval [—1, 1] fiir d € Ny. Er ist ausgestattet mit dem Skalarprodukt

1
(9 q) = / p(H)a(t)dt, fiiralle p,g € Papa([-1, 1)),
]

und der Monombasis
{t= Lt >ttt ..t td)

Weiter seien die linearen Abbildungen Ly, 1 : Pyi1([—1,1]) — R? definiert durch

Lar1(p) = |:p]£(—1§):|’ p € Par1([—1,1]).

Schliesslich sind die ersten drei der sogenannten Legendre-Polynome gegeben durch

Pot) = \g Pi(t) = @, Py(t) = i\/§<3t2 ).

Wir betrachten nun Konzepte, wie sie im Zusammenhang mit der Diskussion linearer Abbildungen in der
Vorlesung besprochen worden sind, fiir diesen Polynomraum.

8.1a) Geben Sie die Matrixdarstellung L von L3 beziiglich der monomialen Basis von P3([—1, 1]) und
der Standardbasis von R? an.

Lo () = [(—1)i] _ { 1] igerade

[7'] i ungerade

Losung: Es ist

und somit gilt

8.1b) Zeigen Sie, dass (P;, P;) = 1 fiiri = {0,1,2} und (P}, P;) = O fiir i # j.

1 i=j

0 it fiir ¢, j = 0,1, 2. Da das Skalarprodukt sym-

Losung: Wir miissen zeigen, dass (P;, P;) = {
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metrisch ist, geniigt es, die Fille ¢ < j anzuschauen:

L 1 1
(P A=t =-4+-=1
0, Po) = / dt 5 - 5+ 3
1 1 1
(P, Py) tdt—ftg’ =-4+-=1
1, 1 /\/>\/> 2" |, 2—|—2
(Py, Py) = / (32 —1)%dt 5/ 9t* — 612 + 1dt
18 8 /),
1
95 104 500 9 10,5
8 8 8|, 4 4 4
1 1
(Py, P) = étdt ﬁﬁ =0
12 4 |,__,
1 1
opy = [ Ve _nar=Yis Vh[ g
1 4 4 L P
1 V15 V5.3, 1,
P P) = U — ) = (St = 22 =

8.1c) Bestimmen Sie nun die Matrixdarstellung L von £3 beziiglich der Basis { Py, Py, Py} von P3([—1, 1))
und der Standardbasis des R

Losung: Wir konnen entweder einen Basiswechsel mit dem Resultat aus 8.2a) durchfiihren oder erhalten
durch einfaches Einsetzen der Basis in die Funktion, dass

_ /3
2
3 51"

2 2

8.1d) Der Rang einer linearen Abbildung f: V' — W zwischen zwei Vektorrdumen V' und W ist definiert
als die Dimension ihres Bildes f(V') als Unterraum von W (siehe Vorlesung). Er entspricht dem Rang
jeder zugehorigen Abbildungsmatrix. Was ist fiir allgemeines d der Rang von £, 1? Begriinden Sie Thre
Antwort.

[\lfe3

L=

S-Sl

, 1\
Losung: Wie wir in Aufgabe 8.2a) gesehen haben, gilt £L;,1(t") = [( 1}) ] . Mit Gausselimination erhal-

SN S B 1 -1 1 -

a+l=17 1 1 ... o 1 0 ---|
wobei Lgy 1 € R?*(@+1) die Abbildungsmatrix von £, | beziiglich der monomialen Basis von Py ([—1, 1])
und der Standardbasis von R? darstellt. Weil der Rang von £4, 1 mit demjenigen jeder beliebigen Abbil-

dungsmatrix von L4, libereinstimmt (das heisst, es kommt nicht auf die Wahl der jeweiligen Basen an),
folgt

ten wir

1, d=0
Rang £4+1 = RangLgy1 = { 9 4>1 -

AV

8.1e) Zeigen Sie, dass fiir d > 2

Biem = {t — 1 —t2 t = t(1 —2),t = t2(1 — t2),. .., t = t372(1 — £?)}
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eine Basis von Kern(Lg41) ist.
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst dim Kern (L4 ) mithilfe der Dimensionsformel und Teilaufgabe 8.2d).
Zeigen Sie dann, dass Bger, im Kern enthalten und linear unabhéngig ist.
Losung: Mithilfe von 8.2d) und der Dimensionsformel erhalten wir:
dim Pgy1([—1,1])) = dimKern(Lg41) + dim Bild(L441)
N—
=Rang La41
<— dimKern(L4y1) = dimPy1([—1,1]) — Rang L4411
=d+1-2=d-1.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass Bkern = {p1(t) = 1 — t2,pa(t) = t(1 — t2),p3(t) = t3(1 —
t2),...,pa—1(t) = t¥2(1 — ¢?)} im Kern enthalten und linear unabhingig ist. Diese d — 1 linear un-
abhingigen Vektoren bilden dann automatisch eine Basis von Kern(Lg41).

* Bkern € Kern(Lgy1): Lay1(pi) = [(—1)1'—1(1 — (—1)2)] .

1i—1(1 _ 12)
* BkKern linear unabhingig: Seien o, ag, ..., ag—1 € R mit
d—1
Z a;p; = 0.
i=1
Wir miissen zeigen, dass dann oy = a2 = ... = ag—1 = 0 folgt. In der Monombeasis erhalten wir

das Gleichungssystem

1 0 0 0
0 1 0 0
-1 0 1 0
aq
0O -1 0 a9
=0.
0 -1 0 1 |L%t
0 0 -1 0
| 0 0 0 -—1]
eRdJrlefl
Durch sukzessives Addieren der i-ten zur ¢ + 2-ten Zeile fiir ¢ = 1,...,d — 1 erhalten wir das
dquivalente Gleichungssystem
o
Toa|| @2 | _
[ 0 } Y
Qg1
und somit auch die einzige Losung o; = 0 fiir¢ =1,...,d — 1.

8.1f) Berechnen Sie fiir die Vektoren ¢t — t" € Pyi1([—1,1]), n € {0,1,...,d}, die jeweiligen Or-
thogonalprojektionen auf Ps([—1, 1]), also diejenigen Polynome in P3([—1, 1]), deren Differenz zum ur-
spriinglichen Polynom senkrecht zu Ps3([—1, 1]), beziiglichen dem obigen Skalarprodukt, steht.

Hinweis: Verwenden Sie, dass sich die Orthogonalprojektion wegen dem Resultat aus Teilaufgabe 8.2b)
leicht berechnen lassen.
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Losung: Aus 8.2b) wissen wir: B = {Py, Py, P,} ist Orthonormalbasis von P3([—1,1]). Somit ist die
Orthogonalprojektion auf Ps([—1, 1]) fiir jedes p € Py41([—1, 1]) gegeben durch

2

Pr,(—11p®) =Y (. P))P;,  also
7=0

Pp3([_171])(t — tn) = <t — tn,P0>Po + <t — tn,P1>P1 + (t — 1", P2>P2 = (*)

Wir berechnen
1t V2
<t —> tn’ P0> = — / tn dt — nt1 n gerade
V2. 0 n ungerade
3 [t 0 erade
<t+—>t”,P1>:\[/ ttdt=1{ g ne
2/ 735 N ungerade
n 1 5 ! n 2
(tt" Po) = Sy[5 [ (3¢ —1)dt
-1
1[5 (1, o
=5 / 3" — ¢ dt
2V 2/,
— 1\/5(3{’14'3 o Ltn—l—l) !
2 n+3 n+1 1
i) senade
0 n ungerade
und somit
(= [ T 0+ iGE — ) -1 neerade
0+ ni-i-Zt +0 n ungerade
9 15 15/ 3 1 \42
— ) 4(n+1)  4(n+3) + I(m - m)t n gerade '
niﬁt n ungerade
Aufgabe 8.2

8.2a) Gegeben seien die drei Vektoren

-1 1 1
oM =11 7 a? = [ -9 7 a® 0
0 1 1
Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens aus oV, a®), (3 eine or-

thonormale Basis b, 5, b(3) beziiglich des Standardskalarprodukt in R3.

_ L
OIS V2
Losung: Berechnung von b(1): p(1) = HZ(—I)” =7 1] = 7|
0
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Berechnung von b(?):

1 -1
Lo Ve TR
@] V3| {2 yo

Berechnung von b®):

=—1/V2
_1 _ 1 2
1 V6 V6 3
—{1lo 1 1] _ |2
1 2 2 2
NG 6 3
=1//6

8.2b) Finden Sie die Koordinaten x1, xo, x3 des Vektors

b

beziiglich der in Teilaufgabe 8.3a) berechneten orthonormalen Basis b(l), b(2), b®3), das heisst, es soll
gelten

v =20 + 226@ 4 2300,
Losung: 1. Moglichkeit:
Wir 16sen mittels des Gaussverfahrens die Gleichung
v = 210W + 290 + 2300

nach den Koordinaten x1, x2, x3 auf:
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—1/v/2 —1/v6 1/V3 |5 —1/vV2 —1/v6 1/V3 |5
1] 12 —1vE 1/v3 |3 | & 0 —2/v6 2/V3|8
0 0 2/V/6  1/V/3 |7 -1 0 2/vV/6  1/V/3 |7
~1/vV2 —1/V6 1/V3]| 5
Eel g 96 2/v3 | 8
0 0 3/V3 |15
Durch Riickwirtseinsetzen bekommt man:
.1‘3:?\/5:5\/5
T2 = \f\[ \[
6 — L
T . SGALN, S

2. Moglichkeit: Da b b2 () eine orthonormale Basis bilden, lassen sich die Koordinaten auch mit

weniger Aufwand finden. Denn die Matrix B =

des Gleichungssystems z = BT v.

Durch Einsetzen der Definition der Matrix-Vektor-Multiplikation ergibt sich somit z; = AOK"

(b1, )| 5] ist orthogonal und damit ist die Losung

fir 7 =

1,2, 3. Die i-te Koordinate entspricht also dem Skalarprodukt von v mit dem ¢-ten Basisvektor b,

In der Tat gilt:

:<U, b(1)> =

:<Ua b(2)> =

=(v, b)) =

S
Y2
(57 3a 7) ﬁ
. O -
- 17
Ve
(5,3, 7) 6
L V6 |
r_i
v
(5,3, 7) $
Lv3

AR ARG

=5/3.

8.2¢) (freiwillig!) Losen Sie Teilaufgabe 8.3a) mit Hilfe der QR-Zerlegung in PYTHON.

Hinweis: In PYTHON liefert der Befehl Q,

trix A.

R =

scipy.linalg.dgr (A)

die QR—Zerlegung der Ma-

Losung: Wir benutzen die QR-Zerlegung, um eine orthonormale Basis zu berechnen. Siehe dazu Bemer-

kung 4.3.0.3.

Wir bilden aus den Spaltenvektoren a(l), s

QR-Zerlegung an.

Der folgende PYTHON-Code liefert das gewiinschte Q:

import numpy as np

a®) die Matrix A = [a(l) a(? a(3)] und wenden darauf die
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import scipy.linalg as la
A = Hp-arraY([[—lr 1/ 1]/ [11 _21 O]r [Or 1/ 1]])
Q, R = la.qgr (A7)

print (Q)

# Resultat fuer Q:

# [[-0.7071 -0.4082 0.5774]
# [ 0.7071 -0.4082 0.5774]
# [ 0 0.8165 0.577471]

Die Spalten der Matrix () sind dann die gesuchten Vektoren.

8.2d) Berechnen Sie die Projektion von v auf span(a("), a(?).

Losung: Es ist span(a"), a®) = span(b(), b(2)). Da die Vektoren b(!), b(2), () orthonormal sind, lisst
sich die orthogonale Projektion Pv auf span(b(?), b)) berechnen durch

1 _1
Po = v — (0,33 = 2101 4 2,0 = —\/2 % +v6 —% =1|-2
0 Z 2

Aufgabe 8.3

Sei V' = P3 der Vektorraum der reellen Polynome auf dem Intervall [0, 1] vom Grad strikt kleiner als 3.

Auf V ist durch
< > = / pz( )d

ein Skalarprodukt gegeben. Bestimmen Sie eine orthonormale Basis von V, indem Sie das Schmidt’sche
Orthogonalisierungsverfahren auf die Vektoren 1, z, > anwenden.

Losung: Gegeben ist das Skalarprodukt <p1( > fo p1(€ &) d¢. Eine Basis von Ps ist v =
1, vg = x, v3 = 2. Anwendung des Schmidt’ schen Orthogonahs1erungsverfahrens ergibt:

1~L1:1}1:1
u u 1 1
ulz U1 = UI = :7:]_

Il V@) e !

. . 1
Ug = Y2 _ 2 2 2:2\/5(33—%)

el = Vi f

U3 = U3 — <U1,'U3> Uy — <U27'U3>

e (/leQd:n 1- </012x22\/§(x§)dw>2\/§(3«"5)

-2 _1_ 2 1
=z —3 1(:U 2)—3: r+ 5.
i3 i3 2 —xr+g a?—z+}
U3: — = = =

lasll /(a3 @s) \/fol(a:Q—eré)zda: 10
:6\/5(m2—x—|—%)
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Damit haben wir die Orthonormalbasis

w =1, u=2V3x—3), uz=6V5(z>—a+3).

Aufgabe 8.4

Wir betrachten die Funktionen f,(z) := «, cos(nx) und g, (x) = By, sin(mz) fir m,n € Ng, m > 1
und o, B > 0im Vektorraum V' = C?([0, 27]), den wir mit dem Skalarprodukt

2m
(f.9)= [ [fl2)g(z)dx
0
ausstatten.
8.4a) Man rechne nach, dass je zwei verschiedene dieser Funktionen orthogonal sind.

Hinweis: Verwenden Sie die folgenden trigonometrischen Identitéten:

(cos(u — v) — cos(u + v))
(cos(u — v) + cos(u + v))
(sin(u — v) + sin(u + v))

sin(u) sin(v) =

cos(u) cos(v) =

NI N[ N

sin(u) cos(v) =

Losung: Wir miissen die Orthogonalitétsrelationen ( f,,, fn) = 0, (gm, gn) = 0 fiir m # n zeigen sowie
(fn,gm) = 0 fiir alle m, n. Wir benutzen dafiir die trigonometrischen Identititen aus dem Hinweis und
rechnen zuerst die drei Relationen fiir m # n nach:

27
(fms fn) = /0 (ot cos(ma)) - (o cos(na)) da

_ %aman T cos((m —nyz)dz 1 | cos((m + n)z) de
0 0

27 1

+
0 m-+n

sin((m + n)z)

2

1 1 2m
m#n — QU Oy ( p— sin((m — n)x) ) )
1
= iaman(O—O—i—O—O) =0.

27
(Gms Gn) (Bmsin(ma)) - (B sin(nz)) da
0

= St [ coston —myae — [ eostim + mie) e
b5 X

= L BnBal0—0—0+0)=0.

0 m-+n

sin((m — n)x) sin((m + n)x)

2
0
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2

(frs gm) = ; (o cos(nz)) - (Bm sin(ma)) dx
1 2m ] 2w )
= ianﬂm (/0 sin((m — n)x) dx + /0 sin((m + n)z) da:)
mién 1 1 2m 2w
Z ianﬁm —m_ncos((m—n)x) . Bl cos((m + n)x) .

s 1o, S B
T T T T mtn T man)

Es bleibt die dritte Relation fiir m = n > 1 zu zeigen:

27
o) = /0 (cn cos(nz)) - (B sin(nz)) da

1 2m ) 2m )
§anﬁn (/0 sin(0) d:c—i—/() sin(2nz) dx)

"2t 1oz Brn| 0 — — cos(2nx) v
1 1 1

= — — —_— g O
2O‘”ﬁ"< on " 2n>

8.4b) Wie sind «,, und 3,, zu wihlen, damit alle diese Funktionen die Norm 1 haben?

Losung: Fiir n, m > 1 bekommen wir

= a2@2n+0-0)=a2m,

27
(Gms Gm) = /0 (Bmsin(ma)) - (Bm sin(ma)) da

_1 ) 27 B 27 )
= 2ﬁm (/0 cos(0) dx /0 cos(2max) dx

2
B2 | 2w — 1 sin(2max) ’
2m 0

27
(oo fo) = /O (a0~ 1)(ap - 1) dz = o - (27).

Die Funktionen f,, und g,, haben genau dann Norm 1, wenn (f,, f,) = 1 und (g,,, gn) = 1 gilt. Somit

m_Zl}
2

1
= 5B (2 —0+40) =g, 7

und fiirn =0
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2

27 =1fiirn > 1und 82,7 = 1 fiir m > 1 sowie 202 m = 1 gelten. Also muss gelten:

muss «

™

1
Ap = Pm ﬁ, ‘v’n,le,
1
o =

Aufgabe 8.5

8.5a) Berechnen Sie mit Hilfe des Skalarprodukts die orthogonale Projektion ) des Punktes P = (—2,4, 3)
auf die Gerade g = {(z1,x2,z3) | (z1,22,23) = (1,0,0) + A(2,2,1)}.

Hinweis: Machen Sie eine Skizze: Auf welchem Vektor muss P_Q senkrecht stehen?

Losung: Wir machen eine Skizze:

wobei v = [2, 2, 1]T die Richtung der Geraden g ist. Wir bemerken, dass P_Q senkrecht auf v stehen muss.
Folglich muss ihr Skalarprodukt gleich null sein, das heisst, PQ) - v = 0. Ausserdem muss () auf der
Geraden g liegen, @ = (1 + 2\, 2\, \). Einsetzen ergibt

2) + 3
PQ=|2\—4| und PQ -v=9\—5=0.
A—3

i 5 19 10 5
Esistalso A = gund Q = (5, 5, §)-

Aufgabe 8.6 Orthonormale Basis

Gegeben seien die Vektoren

1 1 1

V3 V3 V3

o = | 2 02 — 0 03— | V2
2 | ) 2

V2 _V2 V2

2v3 V3 2v/3

—~

Zeigen Sie, dass die Vektoren v(l), v 2), v(3) eine orthonormale Basis von R3 bilden, das heisst, zeigen

Sie, dass o1, v(2), ()

* Einheitsvektoren sind (das bedeutet, dass ihre Lédnge 1 ist, i.e. <v(i), v(i)> =1,1=1,2,3),

* paarweise orthogonal sind
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o und eine Basis von R? bilden.

Losung: Einheisvektoren: Zu zeigen ist, dass oM 0@ 4 die Lénge 1 haben:

oW = /(oM (M) = %—i— Z + % =1
0@ :\/W: %+0+§:1
o3 =4/ (0®),v®3)) = %—i— % + % =1
Paarweise orthogonal: Zu zeigen ist, dass (v, v()) = 0 fiir i # j:
(M) @)y = % +0— % =0
(WD )y % _ z N % —0
(W@ By = % +0— % =0

Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts gilt dann automatisch auch (v(2), v(1)> = 0 usw.

Der R? ist 3-dimensional. Deswegen bilden die drei paarweise orthogonalen Einheitsvektoren v(1) | v(2) (
eine Basis des R3. Zusammenfassend sind sie also eine orthonormale Basis von R®.

Aufgabe 8.7
Multiple Choice: Online abzugeben.

8.7a) Beziiglich des euklidischen Skalarprodukts in R? ist die Orthogonalprojektion von [‘ﬂ auf [g]

der Vektor [ﬂ
(i) richtig
(i1) falsch

Die Orthogonalprojektion von v = [Zﬂ auf w = [g] beziiglich des euklidischen Skalarprodukts (-, -) ist
gegeben durch
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8.7b) A € R™ "™ ist eine orthogonale Matrix genau dann, wenn ihre Spalten eine Orthonormalbasis von
R"™ beziiglich des euklidischen Skalarprodukts bilden.

(i) richtig
(i1) falsch

Eine Matrix

ail aip - Qi
a1 @z - Q2

A = [a(l) a(z) e a(n)] = . . . (= Rnxn
Gp1 An2 - Apn

ist genau dann orthogonal, wenn AT A = I,, gilt. Nun beachte man, dass der Eintrag von AT A in der Zeile
7 und der Spalte j gleich dem euklidischen Skalarprodukt der Spalte 7 und der Spalte j ist:

n

(ATA)ij = > (AT)i(A)y = > aiag; = (@@, at)
k=1 k=1

Somit ist die Orthogonalitit von A dquivalent zu

0 )y — s _ 1 i=g
<CL y @ >_(In)U_5ZJ_{O ,275]

fiir alle 1 < 4,j < n. Letzteres bedeutet genau, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis beziiglich
des euklidischen Skalarprodukts bilden.

8.7¢) Falls sich die Graphen zweier Funktionen f und g senkrecht schneiden, so sind f und g orthogonal
beziiglich des Skalarprodukts (f, g) = ff f(x)g(z) da.

(1) richtig
(i1) falsch

Die Aussage stimmt zum Beispiel fiir die Funktionen f(z) = = und g(x) = —x nicht. Deren Graphen
schneiden sich senkrecht im Ursprung, aber es gilt

b 3 b3

b
qmz/J@mmmz/cw%m=—<a

also sind f und g nicht orthogonal beziiglich (-, -).
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8.7d) Ist f eine ungerade Funktion und g eine gerade Funktion, so sind f und g orthogonal beziiglich
des Skalarprodukts (f, g) = f_ll f(2)g(z) dz.

(i) richtig
(i1) falsch

Eine ungerade Funktion f erfiillt die Eigenschaft f(—x) = — f(x) und eine gerade Funktion g die Eigen-
schaft g(—x) = g(x). Somit liefert die Substitution y = —x die folgende Beziehung fiir das Skalarprodukt

(f.9):
1 —1 1
(f,9) =/1 f(z)g(z) de/1 f(=y)g(—y) (=dy) =/1 f(=y)g(—y)dy
1 1
- [ rwnswar = [ swet)ds=-1s.9).
—1 -1

Daraus folgt ( f, g) = 0, die ungerade Funktion f und die gerade Funktion g sind also orthogonal beziiglich

<,>

8.7e¢) In einem Vektorraum mit Skalarprodukt konnen zwei Einheitsvektoren ein beliebig grosses Ska-
larprodukt haben.

(i) richtig
(i1) falsch
Fiir zwei Einheitsvektoren v und w besagt die Schwarz’sche Ungleichung (Satz 4.2.0.11), dass

(v,w)?2 < (v,v) - (w,w) =1-1=1.

Daraus folgt (v, w) < 1, das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren kann also nicht beliebig gross sein.

8.7f) Injedem Vektorraum mit Skalarprodukt kénnen wir beliebig viele paarweise orthogonale Einheits-
vektoren finden.

(1) richtig
(i1) falsch

Man beachte, dass paarweise orthogonale Einheitsvektoren in einem Vektorraum mit Skalarprodukt auto-
matisch linear unabhingig sind (siehe Satz 4.2.0.15). Somit kann es in einem Vektorraum der Dimension
n hochstens n paarweise orthogonale Einheitsvektoren geben.
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