Determinanten Repetition

Lineare Algebra

Satz (Determinanten und LGS) Determinanten

Sei A eine n x n-Matrix. Dann sind aquivalent:

i
ii.
iil.
iv.
V.

Vi.

A ist invertierbar

detA#0

Rang(A) = n

Das LGS Ax = b ist fiir jedes b losbar.

Das LGS Ax = b besitzt genau eine Losung.

Das homogene LGS Ax = 0 besitzt nur die triviale
Losung.



Repetition

Korollar

Lineare Algebra
Sei A eine n x n-Matrix. Dann gilt:

Determinanten

i. Das homogene LGS Ax = 0 hat genau dann nur die
triviale Losung, wenn det A # 0.

ii. Das LGS Ax = b ist genau dann fiir beliebiges b Iosbar,
wenn det A # 0.

iii. Das LGS Ax = b hat genau dann eine eindeutige
Losung, wenn det A # 0.



Ubersicht: Ist A eine n x n-Matrix, so gilt

| Rang(A) | det A | LGS | Effekt
=n #0 | Ax =0 | hat nur die triviale Losung
<n =0 | Ax=0 | hat unendlich viele Losungen
=n %0 | Ax = b | hat fiir beliebiges b genau eine
Losung
<n =0 | Ax=b | hat je nach b keine oder un-
endlich viele Losungen

Repetition

Lineare Algebra

Determinanten



Sei A eine n x n-Matrix mit Adjunkte A = (3;)7. Aus dem REPEHT
Entwicklungssatz folgt det A = (AA);. Z.B. fiir n=3: Lineare Algebra

Determinanten

411 d12 413
det ary ax» ax | =
431  d32  as3

= appdet <a22 323) — app det (821 323) + a3 det <a21 a22>
da32 433 a31 433 as31 a3

= 211411 + a12d12 + a13413

(A)11(A)11 + (A)12(A)21 + (A)13(A)s1 = (AA)us

Dann ist z.B.
(Al = (A)i(A)i1 + (A)aa(A)a1 + (A)2s(A)ar
dp1 a2 ax
= det|axy a» ax| =0

431 432 4as3

Insgesamt ergibt sich also

AA = Tdet(A)



Repetition

Satz

Lineare Algebra

Ist A die Adjunkte einer reguliren Matrix, so gilt

Determinanten
L1
det A

Bemerkung: Dies ist keine effiziente Methode zur
Berechnung der Inversen.



Vektorraume Repetition

Lineare Algebra

Definition

Vektorraume

Sei V eine nichtleere Menge. Dann heisst V ein reeller
Vektorraum, wenn eine innere Operation (Addition)

+  VxV = V
(a,b) — a+b

und eine dussere Operation (Multiplikation mit einem Skalar)

RxV — V

(a,a) — aa

definiert sind, so dass folgende Axiome gelten:



Repetition

Definition (Fortsetzung) Lineare Algebra

Al Yu,ve V:u+v=v+u

A2 Yu,v,we V: (u+v)+w=u+(v+w)

A3 30 € V so,dassVue V: u+0=u

A4 NYueV I—ueVso dassu+ (—u)=0

M1 Vo, B € R, Vu € V: (af)u = o Bu)

M2 Vo, € R, Vu,v € V: (o + f)u = au+ fu und
a(u+v)=au+av

M3 Yue V: lu=u

Der Vektor 0 € V heisst Nullvektor.
Ein komplexer VR ist entsprechend, mit C an Stelle von R,

definiert.

Vektorraume

Bemerkung: Fur zwei Mengen A, B ist das kartesische
Produkt die Menge aller geordneten Paare
Ax B:={(a,b) : a€ A be B}.



Repetition

Beispiel

Lineare Algebra
Die Menge V der Vektoren in der Ebene (im Raum)

zusammen mit der Vektoraddition und der Multiplikation mit .o sume
Skalaren ist ein reeller VR.

Beispiel
x1
R":={x= | ! | : x; € R} mit der Addition
. X1 341 x1+y
xt+ty=|:]+]|:|:= :
e Yn S 4 i
und der Multiplikation mit Skalaren
X1 axy
ax =a | : =
Xn Qaxp

ist ein reeller VR.



. —
Ana|0g Ist epetition
X1 Lineare Algebra
C":={x=|:|:x€C}
Xn Vektorraume
ein komplexer VR. Und
X1
== | |ixe
Xn

ist ein VR iliber dem Korper Q der rationalen Zahlen.
Beispiel

R™*"die Menge aller m x n-Matrizen mit reellen
Koeffizienten, zusammen mit der Matrixaddition und der
Multiplikation mit Skalaren, ist ein reeler VR.



Repetition

Lemma Lireare Al
ineare Algebra

Sei V ein Vektorraum. Dann gilt

0. Es gibt nur einen Nullvektor in V. Velhariiue

1. b+3=3 = b=0

2. Ya e R: o0 = 0.

3. Vi€ V: 05=0.

4. Vie V: (-1)a=-3
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