D-MATH Lineare Algebra | HS 2022
Prof. M. Einsiedler
Prof. P. Biran

Serie 4

1. Sei m € R. Beschreibe die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems in
Abhéngigkeit von m:

r+my = -3
mr+4y = 6

Wann ist die Losungsmenge S ein Untervektorraum von R?? Gebe eine geometri-
sche Interpretation fiir S in Abhéngigkeit von m an.

2. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der angegeben Vektorrdaume?
Was passiert, wenn in (b) und (c¢) der Koérper R durch den endlichen Kérper Fy
ersetzt wird?

(a) Sy :={(z1,72,73) ER3 | 2y = 19 = 223} = R?
(b) Sy :={(x1,12) e R? | 22 + 23 = 0} < R?
(c) Ss:i={(u+\I)eR?| u,Ae R} c R?

3. Sei K ein Korper, in dem 1+ 1 # 0 gilt und betrachte die Menge
V =K = Abb(K,K) :={f : K - K}.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass dies mit punktweiser Addition, d.h. (f +
9)(z) = f(z) + g(x), Yo € K und Skalarmultiplikation gegeben durch (« - f)(z) =
af(z), Vae K, Yz € K ein Vektorraum ist.

Sei jetzt

Veven = {f : K — K| f(-x) = f(x) Yz € K},
‘/odd = {fK—>K|f<—LIZ‘) = —f(.QZ)VIEK}

Zeige, dass Ve, und V45 Untervektorraume von V' sind. Beweise ausserdem, dass
‘/even+‘/()dd = {U+w | Ue‘/;venv we‘/odd} =V

und ‘/even M ‘/:)dd = {O}

4. Seien o0 und —oo zwei verschiedene Objekte, beide nicht in R enthalten. Wir
definieren Addition und Multiplikation auf V' := R u {0} U {—o0} wie folgt: in R
nutzen wir die herkémliche Addition und Multiplikation. Fiir ein beliebiges ¢ € R
definieren wir



—oo falls t <0, oo fallst <0,

too = 0 fallst=0, t(—o0)= 0 fallst=0,
oo fallst > 0, —oo fallst > 0,
t+00=0w+t=0w, t+ (—0) =(—w)+t=—co0.

Zuletzt sei
0+ =0, (—0)+(—w0)=(—w), ©+(-w)=(—w)+w0=0.
Ist V ein Vektorraum iiber R?

. Sei X eine Menge und P die Menge aller Teilmengen von X. Fiir alle A, B € P
und A € Fy definiere

AAB:=(AuB)~(AnB)

g fur A =0,
A'A':{A fiir A = 1.

Zeige, dass (P, A\, -, @) ein Fy-Vektorraum ist.

. Sei V ein K-Vektorraum und seien Vi, V5, V3 Untervektorrdaume, von denen keiner
in einem anderen enthalten ist. Entscheide, mit Beweis, ob die Vereinigung V; U
V5 U V3 immer, oder manchmal, oder nie ein Untervektorraum ist.

Tipp: Variiere den Korper K, um Beispiele zu erhalten.

Multiple Choice questions. Mehrere Antworten konnen richtig sein.

Frage 1. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der gegebenen
Vektorrdume

o) {($1,$271‘3) e R3 | 3x1 + 529 + 323 = 0,229 + T3 = 0} c R3
Aus der Vorlesung wissen wir, dass Losungsmengen homogener linearer Gleichungs-
systeme Untervektorrdume sind.

o {(x1,79,23) ER® | 2y + 29 + 13 = 3} = R?
Diese Menge enthélt (0,0, 0) nicht und ist damit kein Untervektorraum.

o {(x1,x9) € R? | 11 > x5} S R?
Dies ist kein Untervektorraum, da die Multiplikation mit einem negativen Skalar A
die Ungleichheit umkehrt. Also ist fiir ein Element (z1,x2) aus der Menge A(z1, x2)
nicht mehr in der Menge enthalten.



o {(0,z,2x,3z) | v € R} = R*
Dies ist ein Untervektorraum, da fiir beliebige v = (0, z, 2z, 3z), w = (0, y, 2y, 3y)
aus der Menge und A € R gilt, dass

v+ Aw = (0,2 + Ay, 2z + 2y, 3z + 3)y) = (0, 2,2z, 3z),
wobei z = x + Ay ist. Also ist v + Aw in der Menge enthalten.

o {(xt, 23, 2% x) |z e R} = R?
Dies ist kein linearer Unterraum. Bemerke, dass v := (1,1,1,1) in der Menge

enthalten ist, nicht aber 2v, da kein = € R existiert, sodass 2 = 24 = 2% = 22 = z.

Frage 2. Betrachte die Menge R? der Paare positiver, reeller Zahlen. Die Addition
auf R? sie folgendermassen definiert:

21 n ny ._ (T

Lo Y2 ) Taya)
Im Folgenden betrachten wir drei verschiedene Deifnitionen der Multiplikation mit
einem Skalar A € R:

T )\1'1
A =
T2 € T9
Dann ist R? ein Vektorraum mit der oben definierten Addition und Multiplikation
mit einem Skalar geméss der
o Erste Definition
Nein. Wenn A < 0 ist, dann gilt A <§1> ¢ Ri
2
o Zweite Definition
Nein, die Distributivitét A(v + w) = Av + Aw ist verletzt.

o Dritte Definition
Dies erfiillt alle Axiome.



