
Kapitel 1.3 Ringe und Körper

Beachten Sie, dass wir auch hier oft ab statt a · b schreiben für a, b ∈ K.

Bemerkung 1.3.8. Man könnte auf die Definition einer Gruppe und eines Rings verzich-
ten und direkt einen Körper wie in nachfolgender Definition definieren.

Definition 1.3.9 (alternative direkte Definition). Ein Körper ist ein Tupel (K,+, ·, 0, 1)

bestehend aus einer Menge K mit zwei Abbildungen

+ : K ×K → K; (x, y) 7→ x+ y

· : K ×K → K; (x, y) 7→ x · y

und ausgezeichneten Elementen 0, 1 ∈ K, so dass die Körperaxiome gelten:

(K1) ∀x, y, z ∈ K : x+ (y + z) = (x+ y) + z (Assoziativität der Addition)

(K2) ∀x, y ∈ K : x+ y = y + x (Kommutativität der Addition)

(K3) ∀x ∈ K : 0 + x = x (Neutrales Element der Addition)

(K4) ∀x ∈ K ∃x′ ∈ K : x+ x′ = 0 (Inverses Element der Addition)

(K5) ∀x, y, z ∈ K : x · (y · z) = (x · y) · z (Assoziativität der Multiplikation)

(K6) ∀x ∈ K : 1 · x = x (Neutrales Element der Multiplikation)

(K7) ∀x ∈ K \ {0} ∃x′ ∈ K : x′ · x = 1 (Inverses Element der Multiplikation)

(K8) ∀x, y, z ∈ K : x · (y + z) = x · y + x · z und

∀x, y, z ∈ K : (y + z) · x = y · x+ z · x (Distributivität)

(K9) 1 6= 0 (Nichttrivialität)

(K10) ∀x, y ∈ K : x · y = y · x (Kommutativität der Multiplikation)

Die Definition einer Gruppe kann später vielleicht doch hilfreich sein, wenn wir
Determinanten besprechen und gewisse Matrix-Gruppen erwähnen. Im Moment ist es
wichtig, sich Folgendes zu merken: Unser erstes wichtiges Thema sind Vektorräume
über Körper. Körper spielen jetzt also eine wichtige Rolle, Gruppen und Ringe (noch)
nicht.

Lemma 1.3.10. Wir haben folgende Folgerungen aus der Definition eines Körpers:

(a) Es gilt 1 6= 0. Das heisst, jeder Körper hat mindestens zwei Elemente.

(b) Es gilt 0 · a = a · 0 = 0.
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