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1. Betrachte endlichdimensionale Vektorrdume V, W iiber einem Korper K. Sei T €
Hom(V, W). Zeige, dass rank(T) = 1 dann und nur dann erfiillt ist, wenn eine
Basis B von V' und eine Basis C von W existiert, sodass alle Eintridge der Darstel-

lungsmatrix [T']8 von T beziiglicher der Basen 1 sind.

Solution: Sei m = dim(V) und n = dim(W). Wir schreiben ausserdem By, be-
ziehungsweise Cy fiir irgendeine Basis von V' beziehungsweise W. Da T ein Ho-
momorphismus mit Rang 1 ist, hat auch die Matrix [T’ ]gg Rang 1. Deswegen ist
sie dquivalent zu jeder anderen Matrix in M, «,,(K) von Rang 1, also existieren
insbesondere Matrizen P € GL,(K) und @ € GL,,(K), sodass P[T]?SQ = A,
wobei A € My, (K) die Matrix ist, deren Eintrige alle 1 sind. Weil @ € GL,,(K)
ist, kann es als Basiswechselmatrix von B zu B, angesehen werden, wobei B so
definiert ist, dass das Diagram

vy

| |

Km L gm

kommutiert. Genauso definiert C' eine Basistransformation von Cy zu einer Basis
C. Dann ist
A= P[T)EQ = [ldw ¢ [T]e [1dv]5, = [T]6.

2. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und betrachte S,7,U € Hom(V,V)
mit STU = Idy . Zeige, dass T invertierbar ist und 7! = U S gilt.

Solution: Aus STU = Idy folgt, dass STU ein Automorphismus von V ist. Da
{0} = Ker(Idy) = Ker(STU) 2 Ker(U), muss also U injektiv sein. Weil V' end-

lichdimensional ist, ist U schon bijektiv und somit invertierbar. Also ist
ST=U""

Aus V = Im(STU) < Im(S) folgt auch, dass S surjektiv ist. Weil S : V. — V
und V endlich dimensional ist, impliziert dies, dass S is injektiv ist. Also ist S
invertierbar und es gilt

T=5"'0U"

Also muss auch T invertierbar sein, und es gilt

T =US.



3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Sei ausserdem
T € Hom(V, V) und seien A = {uy,...,u,} und B = {vy,...,v,} Basen von V.
Beweise, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

a) T ist invertierbar.

(
(

)
b) Die Spalten von [T']4 sind linear unabhiingig in Kg,.
(¢) Die Spalten von [T spannen K§,,, auf.
(d)
)

d) Die Zeilen von [T]# sind linear unabhingig in K7, .
(e) Die Zeilen von [T spannen KZ . auf.

Lésung: Dies wird in Proposition 3.6.8 (S.128) in Menny Aka’s Skript bewiesen,
welches auf der Kurswebsite heruntergeladen werden kann.

4. Sei V ein beliebiger endlichdimensionaler Vektorraum. Beweise oder widerlege:
(a) Sei V' < V ein Unterraum. Jeder Automorphismus f : V' — V' kann zu

einem Automorphismus f : V — V fortgesetzt werden.

(b) Fiir jeden Endomorphismus f : V' — V' ist Im(f) ein linear Komplement von
Ker(f) in V.

(c) Keine lineare Abbildung 7T : R® — R® existiert, sodass
rank(7") = dim Ker(T).
Lésung:

(a) Diese Aussage ist richtig. Wihle ein Komplement von V', das heisst, einen
Unterraum V” von V mit V = V'@ V”. Dann ist die Abbildung

V/ X V// N ‘/’ (/U/, /U//) —s Ul + U”

bijektiv. Definiere eine Abbildung f : V — V durch f (v' +v") := f (/) + 0"
fiir alle v" € V/ und v” € V”. Da f linear ist, zeigt eine direkte Rechnung, dass
auch f linear ist. Wir behaupten, dass f bijektiv ist. Seien dafiir zunichst
v/ e V'und v” € V" mit f (v')+0" = 0. Dann ist f (v') = =" € V' nV" = {0}
und somit f (v') = v” = 0. Wegen der Injektivitiat von f ist dann auch v" = 0.
Also ist Ker(f) = {0} und somit f injektiv. Sei andererseits v € V beliebig.
Schreibe v = v/ + v” mit v € V' und v” € V”. Dann ist v/ = f(f~1(v'))
und somit v = f(f71 (V) +v" = f(f7' (V) +0"). Also ist f surjektiv.
Insgesamt ist f bijektiv und daher ein Isomorphismus V — V| also ein Au—
tomorphismus von V.

(b) Diese Aussage ist falsch. Betrachte zum Beispiel den durch Linksmultiplika-

tion mit der Matrix
01
A= ( 00 )

2



gegebenen Endomorphismus L4 : R* — R?. Dann ist Ker (L4) = {(1,0)") =
Bild (L4). Die zwei Unterrdume haben weder den Durchschnitt {0}, noch
erzeugen sie zusammen R?, daher kénnen sie nicht die innere direkte Summe

V = Ker(f) @ Bild(f) bilden.

(c) Betrachte einen Endomorphismus 7" : R® — R5. Nach dem Dimensionssatz
gilt
rank(7") + dim(Ker(7)) = dim(R") = 5.

Wenn jetzt rank(7") = dim(Ker(T)) wére, so folgte
= 2rank(7T) € 2Z,
was dem Ungeradesein von 5 widerspricht.
5. Betrachte den Vektorraum My, o(K') der 2 x 2 Matrizen iiber einem Korper K.

(a) Zeige, dass fiir A € Myyo(K) aus A% # 0 schon A*¥ # 0 fiir alle k > 3 folgt.
(b) Finde einen Korper K und eine Matrix A € Msyo(K) N\ {0}, sodass In € N :
A" = 0 erfiillt ist.

Solution:

(a) Sei A € Myyo(K) und schreibe T' = T4 fiir die mit A assoziierte lineare
Abbildung. Wenn T(K?) = K? ist, so ist T' ein isomorphismus und T* # Ofiir
alle k > 1.

Nehme nun an, dass T'(K?) = L ein eindimensionaler Unterraum von K? ist.
Dann ist T?(K?) = T(L) < L. Da T? # 0 ist, folgt T?(K?) = T(L) = L.

Sei nun n > 2. Nehme an, dass T™(K?) = L fiir alle 2 < m < n gilt. Wir
wollen zeigen, dass dann T (K?) = L ist. Es gilt

TYK?) =T(T"(K?) =T(L) = L.

Also ist T* # 0 fiir alle k > 1.

(b) Betrachte zum Beispiel
01
<O 0) € MQXQ((C).

6. Bestimme die Rénge der folgenden rationalen n x n-Matrizen, d.h. Elemente von
M, «»n(Q), in Abhéngigkeit von der positiven ganzen Zahl n.

(a) (/fl)k,z:1 ,,,,, n;
(b) (=1 +1- 1))k,l:1 ..... n

(c) <<k/;ul)!>k,l=o ..... _—




Hinweis: Beachten Sie, dass die letzte Matrix von 0 bis n-1 indiziert ist. Verwenden
Sie die Induktion, um die Formel zu finden.

Lésung:

()

Setze B := (bkl>k,l:1 = (kD)gi=1,.n- Sei B" = (bjy), -1, die Matrix, die

7777777777

aus B entsteht, indem man fiir jedes k = 2,...,n das k-fache der ersten Zeile
von der k-ten Zeile subtrahiert. Dann gilt

b/ _ bkl =] falls k =1

M Vb — kby =kl =kl =0 falls k> 1.

Daher hat die Matrix B’ genau eine nicht verschwindende Zeile und somit
Rang 1. Da B’ durch elementare Zeilenoperationen aus B entstanden ist, also
durch Linksmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix, hat B’ denselben
Rang wie B. Also folgt Rang(B) = 1.

Aliter: Sei u := (1,...,n) die 1 x n Matrix mit Eintrag ¢ an der Position (1,
i ). Dann gilt B = u” - u. Da Rang (u) < 1 ist, folgt aus Aufgabe 3 (c), dass
auch Rang(B) < 1 ist. Wegen B # 0 gilt zudem Rang(B) > 1 und daher
Rang(B) = 1.

Sei B := (bpt)g—y..p it by = (1) (k+1—1). Firn = Lhat B = (1) # 0
Rang 1 , wir konnen also n > 2 annehmen. Fiir alle £k = 1,...,n — 2 und
[=1,...,ngilt

b + 2bgy1, + bryoy = 0,

also ist die k-te Zeile von B eine Linearkombination der (k + 1)-ten und der
(k+2)-ten Zeile. Man kann daher B durch Zeilenoperationen zu einer Matrix
umformen, in der bis auf die letzten beiden Zeilen alle Eintriage verschwinden
und die letzten beiden Zeilen mit denen von B {ibereinstimmen. Man priift
dann direkt, dass diese beiden Zeilen linear unabhéngig sind. Es folgt

1, fallsn=1
rank(B) = { e

2, fallsn=>2

| ' . ' k+1
Sei Cn = (Ckl)k,zzo ,,,,, n—1 die Matrix mit Ckt = (]ZT;;)! - ( ;_ )

Behauptung: rank (C,,) = n.

Beweis: Wir benutzen Induktion iiber n. Im Fall n = 1 stimmt die Behaup-
tung, da ¢} = (1) # 0 ist. Angenommen, die Aussage gilt fiir ein n > 1.
Sei C" = (021);@1:0 ..... ., die Matrix, welche aus C,; entsteht, indem man be-
ginnend mit der letzten Zeile jeweils die vorhergehende Zeile subtrahiert. In
Formeln:

’ Ckxl — Ck—1,1 falls k = 1, o, n
Col falls £ = 0.



-----

dem man beginned mit der letzten Spalte jeweils die vorhergehende Spalte
subtrahiert. In Formeln:

/ / —
C” L Ckl_ck,lfl l — ].,...,n
Kl -=

Cho [=0.
Fiir alle 1 < k,1 < n gilt dann

U4 / /

Cri = Cry — Cr 1

= (Ckl - Ck—l,l) - (Ck,l—l - Ck—l,l—l)
(k+0! (k+0-1)! (k+0-1)!  (k+{—2)

TR Dl RE—D ==
_x0v( k (k+¢—2)
kN k+1 k+1) (k—1)(¢(—1)
(k+¢—2)!
(kD)=
Daher ist
10 0
0
C//: )
: C,
0

und es folgt

Rang C,,1 = Rang (C") =1+ Rang C, = n + 1.



