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1. Betrachte endlichdimensionale Vektorräume V,W über einem Körper K. Sei T P

HompV,W q. Zeige, dass rankpT q “ 1 dann und nur dann erfüllt ist, wenn eine
Basis B von V und eine Basis C von W existiert, sodass alle Einträge der Darstel-
lungsmatrix rT sBC von T bezüglicher der Basen 1 sind.

Solution: Sei m “ dimpV q und n “ dimpW q. Wir schreiben ausserdem B0, be-
ziehungsweise C0 für irgendeine Basis von V beziehungsweise W . Da T ein Ho-
momorphismus mit Rang 1 ist, hat auch die Matrix rT s

B0
C0 Rang 1. Deswegen ist

sie äquivalent zu jeder anderen Matrix in MnˆmpKq von Rang 1, also existieren
insbesondere Matrizen P P GLnpKq und Q P GLmpKq, sodass P rT s

B0
C0Q “ A,

wobei A P MnˆnpKq die Matrix ist, deren Einträge alle 1 sind. Weil Q P GLmpKq

ist, kann es als Basiswechselmatrix von B zu B0 angesehen werden, wobei B so
definiert ist, dass das Diagram

V V

Km Km

IdV

ΦB ΦB0

P

kommutiert. Genauso definiert C eine Basistransformation von C0 zu einer Basis
C. Dann ist

A “ P rT s
B0
C0Q “ rIdW s

C′
C rT s

B0
C0 rIdV s

B
B0

“ rT s
B
C .

2. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und betrachte S, T, U P HompV, V q

mit STU “ IdV . Zeige, dass T invertierbar ist und T´1 “ US gilt.

Solution: Aus STU “ IdV folgt, dass STU ein Automorphismus von V ist. Da
t0u “ KerpIdV q “ KerpSTUq Ě KerpUq, muss also U injektiv sein. Weil V end-
lichdimensional ist, ist U schon bijektiv und somit invertierbar. Also ist

ST “ U´1.

Aus V “ ImpSTUq Ď ImpSq folgt auch, dass S surjektiv ist. Weil S : V Ñ V
und V endlich dimensional ist, impliziert dies, dass S is injektiv ist. Also ist S
invertierbar und es gilt

T “ S´1U´1.

Also muss auch T invertierbar sein, und es gilt

T´1
“ US.
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3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K. Sei ausserdem
T P HompV, V q und seien A “ tu1, . . . , unu und B “ tv1, . . . , vnu Basen von V .
Beweise, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(a) T ist invertierbar.

(b) Die Spalten von rT sAB sind linear unabhängig in Kn
Spal.

(c) Die Spalten von rT sAB spannen Kn
Spal auf.

(d) Die Zeilen von rT sAB sind linear unabhängig in Kn
Zeile.

(e) Die Zeilen von rT sAB spannen Kn
Zeile auf.

Lösung : Dies wird in Proposition 3.6.8 (S.128) in Menny Aka’s Skript bewiesen,
welches auf der Kurswebsite heruntergeladen werden kann.

4. Sei V ein beliebiger endlichdimensionaler Vektorraum. Beweise oder widerlege:

(a) Sei V 1 Ă V ein Unterraum. Jeder Automorphismus f : V 1 Ñ V 1 kann zu
einem Automorphismus f̄ : V Ñ V fortgesetzt werden.

(b) Für jeden Endomorphismus f : V Ñ V , ist Impfq ein linear Komplement von
Kerpfq in V .

(c) Keine lineare Abbildung T : R5 Ñ R5 existiert, sodass

rankpT q “ dimKerpT q.

Lösung :

(a) Diese Aussage ist richtig. Wähle ein Komplement von V 1, das heisst, einen
Unterraum V 2 von V mit V “ V 1 ‘ V 2. Dann ist die Abbildung

V 1
ˆ V 2

Ñ V, pv1, v2
q ÞÑ v1

` v2

bijektiv. Definiere eine Abbildung f̄ : V Ñ V durch f̄ pv1 ` v2q :“ f pv1q ` v2

für alle v1 P V 1 und v2 P V 2. Da f linear ist, zeigt eine direkte Rechnung, dass
auch f̄ linear ist. Wir behaupten, dass f̄ bijektiv ist. Seien dafür zunächst
v1 P V 1 und v2 P V 2 mit f pv1q`v2 “ 0. Dann ist f pv1q “ ´v2 P V 1 XV 2 “ t0u

und somit f pv1q “ v2 “ 0. Wegen der Injektivität von f ist dann auch v1 “ 0.
Also ist Kerpf̄q “ t0u und somit f̄ injektiv. Sei andererseits v P V beliebig.
Schreibe v “ v1 ` v2 mit v1 P V 1 und v2 P V 2. Dann ist v1 “ f pf´1 pv1qq

und somit v “ f pf´1 pv1qq ` v2 “ f̄ pf´1 pv1q ` v2q. Also ist f̄ surjektiv.
Insgesamt ist f̄ bijektiv und daher ein Isomorphismus V Ñ V , also ein Au´

tomorphismus von V .

(b) Diese Aussage ist falsch. Betrachte zum Beispiel den durch Linksmultiplika-
tion mit der Matrix

A :“

ˆ

0 1
0 0

˙
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gegebenen Endomorphismus LA : R2 Ñ R2. Dann ist Ker pLAq “
@

p1, 0qT
D

“

Bild pLAq. Die zwei Unterräume haben weder den Durchschnitt t0u, noch
erzeugen sie zusammen R2, daher können sie nicht die innere direkte Summe
V “ Kerpfq ‘ Bildpfq bilden.

(c) Betrachte einen Endomorphismus T : R5 Ñ R5. Nach dem Dimensionssatz
gilt

rankpT q ` dimpKerpT qq “ dimpR5
q “ 5.

Wenn jetzt rankpT q “ dimpKerpT qq wäre, so folgte

5 “ 2 rankpT q P 2Z,

was dem Ungeradesein von 5 widerspricht.

5. Betrachte den Vektorraum M2ˆ2pKq der 2 ˆ 2 Matrizen über einem Körper K.

(a) Zeige, dass für A P M2ˆ2pKq aus A2 ‰ 0 schon Ak ‰ 0 für alle k ě 3 folgt.

(b) Finde einen Körper K und eine Matrix A P M2ˆ2pKq ∖ t0u, sodass Dn P N :
An “ 0 erfüllt ist.

Solution:

(a) Sei A P M2ˆ2pKq und schreibe T “ TA für die mit A assoziierte lineare
Abbildung. Wenn T pK2q “ K2 ist, so ist T ein isomorphismus und T k ‰ 0für
alle k ě 1.

Nehme nun an, dass T pK2q “ L ein eindimensionaler Unterraum von K2 ist.
Dann ist T 2pK2q “ T pLq Ď L. Da T 2 ‰ 0 ist, folgt T 2pK2q “ T pLq “ L.

Sei nun n ě 2. Nehme an, dass TmpK2q “ L für alle 2 ď m ď n gilt. Wir
wollen zeigen, dass dann T n`1pK2q “ L ist. Es gilt

T n`1
pK2

q “ T pT n
pK2

qq “ T pLq “ L.

Also ist T k ‰ 0 für alle k ě 1.

(b) Betrachte zum Beispiel
ˆ

0 1
0 0

˙

P M2ˆ2pCq.

6. Bestimme die Ränge der folgenden rationalen n ˆ n-Matrizen, d.h. Elemente von
MnˆnpQq, in Abhängigkeit von der positiven ganzen Zahl n.

(a) pklqk,l“1,...,n;

(b)
`

p´1qk`lpk ` l ´ 1q
˘

k,l“1,...,n
;

(c)

ˆ

pk ` lq!

k!l!

˙

k,l“0,...,n´1

.
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Hinweis: Beachten Sie, dass die letzte Matrix von 0 bis n-1 indiziert ist. Verwenden
Sie die Induktion, um die Formel zu finden.

Lösung :

(a) Setze B :“ pbklqk,l“1,...,n :“ pklqk,l“1,...,n. Sei B
1 “ pb1

klqk,l“1,...,n die Matrix, die
aus B entsteht, indem man für jedes k “ 2, . . . , n das k-fache der ersten Zeile
von der k-ten Zeile subtrahiert. Dann gilt

b1
kl “

#

bkl “ l falls k “ 1

bkl ´ kb1l “ kl ´ kl “ 0 falls k ą 1.

Daher hat die Matrix B1 genau eine nicht verschwindende Zeile und somit
Rang 1 . Da B1 durch elementare Zeilenoperationen aus B entstanden ist, also
durch Linksmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix, hat B1 denselben
Rang wie B. Also folgt RangpBq “ 1.

Aliter : Sei u :“ p1, . . . , nq die 1 ˆ n Matrix mit Eintrag i an der Position (1,
i ). Dann gilt B “ uT ¨ u. Da Rang puq ď 1 ist, folgt aus Aufgabe 3 (c), dass
auch RangpBq ď 1 ist. Wegen B ‰ 0 gilt zudem RangpBq ě 1 und daher
RangpBq “ 1.

(b) Sei B :“ pbklqk,l“1,...,n mit bkl :“ p´1qk`lpk` l´1q. Für n “ 1 hat B “ p1q ‰ 0
Rang 1 , wir können also n ě 2 annehmen. Für alle k “ 1, . . . , n ´ 2 und
l “ 1, . . . , n gilt

bkl ` 2bk`1,l ` bk`2,l “ 0,

also ist die k-te Zeile von B eine Linearkombination der pk ` 1q-ten und der
pk`2q-ten Zeile. Man kann daher B durch Zeilenoperationen zu einer Matrix
umformen, in der bis auf die letzten beiden Zeilen alle Einträge verschwinden
und die letzten beiden Zeilen mit denen von B übereinstimmen. Man prüft
dann direkt, dass diese beiden Zeilen linear unabhängig sind. Es folgt

rankpBq “

#

1, falls n “ 1

2, falls n ě 2

(c) Sei Cn :“ pcklqk,l“0,...,n´1 die Matrix mit ckl :“
pk`ℓq!
k!ℓ!

“

ˆ

k ` l
l

˙

.

Behauptung: rank pCnq “ n.

Beweis : Wir benutzen Induktion über n. Im Fall n “ 1 stimmt die Behaup-
tung, da C1 “ p1q ‰ 0 ist. Angenommen, die Aussage gilt für ein n ě 1.
Sei C 1 “ pc1

klqk,l“0,...,n die Matrix, welche aus Cn`1 entsteht, indem man be-
ginnend mit der letzten Zeile jeweils die vorhergehende Zeile subtrahiert. In
Formeln:

c1
kl :“

#

ckl ´ ck´1,l falls k “ 1, . . . , n

c0l falls k “ 0.
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Sei weiter C2 “ pc2
klqk,l“0,...,n diejenige Matrix, welche aus C 1 entsteht, in-

dem man beginned mit der letzten Spalte jeweils die vorhergehende Spalte
subtrahiert. In Formeln:

c2
kl :“

#

c1
kl ´ c1

k,l´1 l “ 1, . . . , n

c1
k0 l “ 0.

Für alle 1 ď k, l ď n gilt dann

c2
kl “ c1

kl ´ c1
k,l´1

“ pckl ´ ck´1,lq ´ pck,l´1 ´ ck´1,l´1q

“
pk ` ℓq!

k!ℓ!
´

pk ` ℓ ´ 1q!

pk ´ 1q!ℓ!
´

pk ` ℓ ´ 1q!

k!pℓ ´ 1q!
`

pk ` ℓ ´ 2q!

pk ´ 1q!pℓ ´ 1q!

“
pk ` ℓq!

k!ℓ!

ˆ

1 ´
k

k ` 1
´

l

k ` l

˙

`
pk ` ℓ ´ 2q!

pk ´ 1q!pℓ ´ 1q!

“
pk ` ℓ ´ 2q!

pk ´ 1q!pℓ ´ 1q!
.

Daher ist

C2
“

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Cn

0

˛

‹

‹

‹

‚

und es folgt

Rang Cn`1 “ Rang pC2
q “ 1 ` Rang Cn “ n ` 1.
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