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Losungen zur Ubungsserie 2

Aufgabe 1. Versuchen Sie Ihren Schreibstil zu iben. Um zum Beispiel die Regel —0 = 0 zu
beweisen, wird etwa folgendes Argument erwartet:
Das additive Inverse —0 von 0 muss nach Definition der Inversen die Eigen-
schaft (—0)+0 = 0+ (—0) = 0 erfiillen. Da aber die Definition des neutralen
Elementes besagt, dass 0 +0 = 04+ 0 = 0 gilt und weil die Inverse in einer
Gruppe eindeutig ist, muss —0 = 0 gelten.
Seien x,y, z € R. Zeigen Sie die folgenden weiteren Rechenregeln:

(1) —=(z+y) = (—z)+ (—y) (wobei wir fiir letzteres auch = —z — y schreiben),

2) —(z—y)=—z+y,

3) (—=2)(—y) = zy.

(4) Zeigen Sie, dass das Distributivgesetz fiir die Subtraktion z(y — z) = zy — xz gilt.

Losung.

(1) Wegen Assoziativitit und Kommutativitidt der Addition ist (x +y) + ((—z) + (—y))
das gleiche wie (z + (—x)) + (y + (=y)) = 0+ 0 = 0. Aus der Eindeutigkeit der
Inversen folgern wir —(z +y) = (—x) + (—y).

(2) Das folgt direkt aus der vorherigen Teilaufgabe, wenn wir y durch —y ersetzen, sowie
der Folgerung (c) aus dem Skript, welches —(—y) = y besagt.

(3) Folgerung (f) besagt —x = (—1) - . Wegen Assoziativitit und Kommutativitét der
Multiplikation ist

(=2)(=y) = (=1 -2) - (=1 -y) = ((=1) - (=1)) - (xy) = 1- (zy) = zy,
weil (—=1)(—1) = —(—1) = list (verwendet Folgerungen (f) und (c)).
(4) Dies folgt direkt aus dem Distributivgesetz (9) fiir —z anstatt z:
wy—z)=z(y+(=2) =ay+a (=2)=ay+z-((-1) 2) =2y + (-1)(z2) = 29 — 22,

wobei wir wieder Assoziativitdt und Kommutativitdt der Multiplikation verwendet

haben.
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Aufgabe 2. Sei n,m € N. Wir schreiben n|m (“n teilt m”) falls es ein k& € N gibt, so dass
m = kn gilt.
(1) Zeigen Sie dass | eine Ordnungsrelation auf N ist.
(2) Zeigen Sie dass | keine Aquivalenzrelation ist.
(3) Ist | eine lineare Ordnungsrelation?
Loésung.
(1) Wir zeigen, dass | Reflexivitéit, Antisymmetrie und Transitivitat erfillt.
Reflexivitiat Wir zeigen zuerst, dass | Reflexivitit erfiillt. Sei n € N beliebig. Dan =1-n
und 1 € N, es folgt aus der Definition, dass n|n. Dies zeigt Reflexivitéit von |.
Antysimmetrie Wir zeigen jetzt, dass | antisymmetrisch ist. Seien n,m € N sodass n|m und
m|n. Aus der Definition von | folgt es, dass k1, ko € N existieren, so dass

m==Fk -nundn==%ky-m
Setzen wir die erste Bedingung in die zweite, erhalten with
n = kl . ]{72 n
Es folgt direkt ky - ko = 1. Da kq, ko € N, es folgt ky = ky = 1 und damit n = m.
Dies zeigt Antisymmetrie von |.
Transitivitdt Schliesslich,, zeigen wir dass | Transitivitdt erfiillt. Seien n,m,l € N sodass

n|m und m|l. Wir zeigen nl|l. Aus der Definition von | es folgt, dass ki, ks € N

existieren, so dass
m==Fk -nundl =%y -m
Setzen wir die erste Bedingung in die zweite, erhalten with
l=Fk -ky-n

Definiere k := ky - ko. Wir wissen £ € N und m = k - [ Dies zeigt [|k und damit
die Behauptung.

(2) Wegen (1), | ist eine Aquivalenzrelation, falls | symmetrisch ist. Konkret dass heisst,
dass fiir alle n, m € N so dass n|m, auch m|n gelten soll. Ein Gegenbeispiel ist einfach
n=2und m = 4.

(3) Wegen (1), | ist eine lineare Ordnungsrelation, falls | linear ist. Konkret dass heisst,
dass fur alle n,m € N entweder n|m oder m|n gelten soll. Ein Gegenbeispiel ist
einfach n = 2 und m = 3.
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Aufgabe 3 (Bonuspunkte nur fiir (1), (2) und (3)). Sein € N ={1,2,3,...}. Betrachte die

Aquivalenzrelation ~,, auf den ganzen Zahlen Z, welche fiir a,b € Z gegeben ist durch
a ~, b genau dann wenn a — b ein Vielfaches von n ist.

Sei C,, die Menge der Aquivalenzklassen.

(1) Wie viele Elemente besitzt C,,7
(2) Fiir jede Zahl a € Z sei [a], € C, die dazugehérige Aquivalenzklasse. Zeige, dass
(Cy, +) eine Gruppe bildet, wobei die Addition zweier Klassen [a],, [b],, € C,, definiert
ist als
[a,, + [b], == [a + b],.
(3) Sei C) = C,, \ {[0],.}. Ist die Multiplikation - geerbt von der Multiplikation auf Z

[a] - [b]n = [a - B],

wohldefiniert?

(4*) Definiert (C)S,-) eine Gruppe? Die Existenz der multiplikativen Inversen ist nicht
ganz einfach. Googlen Sie nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus.

(5%) Seien n,m € N und k € Z. Betrachten Sie die Vorschrift g} = : C, — Cp, gegeben

durch [a],, — [k - a],,. Wann definiert diese Vorschrift eine wohldefinierte Abbildung
ko9

n,m*

Losung.

(1) Per Division mit Rest durch n kann jede Zahla € Z als a = [-n+a' mit 0 < a’ <n-—1
und [ € Z geschrieben werden. Mit der Transitivitdt der Relation, gilt a ~,, a’. Auf
der anderen Seite ist fiir a # b und 0 < a,b < n — 1 die Differenz 0 < |a — b| < n
und darum a ~,, b nicht moglich. Wir kénnen C,, also als C,, = {[0],,...,[n — 1]}
schreiben, wobei kein Element gleich ist. Also hat C), genau n Elemente.

(2) Wir zeigen zuerst, dass die Addition wohldefiniert ist: Falls a ~,, o’ und b ~,, ¥/, also
a—a =lmnund b—b = lyn fir l,, 1, € Z, dann gilt

at+b=ad+V+n(l,+1)
und darum (a + b) ~,, (@’ +¥'). Das neutrale Element der Gruppe ist [0], € C,, und

das Inverse eines Elementes [a],, ist [—al,.
(3) Falls n = 1 ist folgt Cy = {[0],,} eine triviale Gruppe mit einem Element. Doch dann
ist C)¢ leer.

Falls n > 1 keine Primzahl ist konnen wir n als Produkt n = ab zweier natiirlichen
Zahlen 0 < a,b < n — 1 schreiben. Dann ist die Multiplikation nicht wohldefiniert,
da [a], - [b], = [n], = [0], gilt.

Falls n > 1 eine Primzahl ist, zeigen wir zuerst, dass die Multiplikation wohldefi-
niert ist: Falls a ~,, ' und b ~, ¥/, also a —a’ = l,n und b — V' = lyn fir l,,1, € Z,
dann gilt

a-b=ab +n(lb +dl, + nll)
und darum (a+0b) ~, (a’+b"). Ausserdem ist n = ab nicht moglich fiir 0 < a,b < n—1
per Definition einer Primzahl. Das neutrale Element der Gruppe ist [1],, € C,,.



(4)

Falls n eine Primzahl ist, finden wir fiir das Inverse eines Elementes [a],, das Element
[b],,, wobei b die Gleichung ab + ny = 1 erfiillt. Wir erhalten durch b,y durch Riicks-
ubstitution im erweiterten euklidischen Algorithmus. Siehe:
https://math.stackexchange.com/questions/747342 /extended-euclidean-algorithm-for-
modular-inverse
Wir wollen, dass fiir alle a,d’ € Z, dass aus a ~,, a’ auch ka ~,, ka’ folgt. Sei | € Z,
so dass a = a' + In. Dann ist ka — ka’ = kin. Weil dies fiir beliebig mogliche [ ein
Vielfaches von m sein soll, muss kn ein Vielfaches von m sein, dass die Abbildung
wohldefiniert ist.
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Aufgabe 4. Es bezeichne Py(N) die Menge aller endlichen Teilmengen von N. Ist die Menge
Po(N) abzidhlbar? Begriinden Sie.

Losung. Ja!

Beweis Nr.1:

Wir konstruieren eine Injektive Abbildung f : Py(N) — N. Sei S C N eine endliche Teilmen-
ge. Wir schreiben S = {x,...,x;} wobel 21 < g < 3 < ... < x}. Wir konnen S als eine
endliche Folge (b1, ...,by) von Os und 1s darstellen. Sein € 1,2,3...,2; C N: falls n € S dann
setzen wir b, = 1, und falls n ¢ S dann setzen wir b, = 0. Wir nennen (by, ..., by) die binére
Darstellung von S. Zum beispiel ist S = 1,2,4,6 als (1,1,0,1,0, 1) darstellbar.

Wir definieren f(S) als die Natiirliche Zahl, deren bindre Darstellung mit der bindre Dar-
stellung von S iiberstimmt.

Beweis Nr.2:

Sei A € Py(N). Dann besteht A aus endlich viele natiirliche Zahlen, und somit hat A ein
Maximum k € A. In Besonderen ist A C {1,...,k}, oder Aquivalent A € P({1,...,k}).
Damit ist

+oo
Po(N) = | JP({1, ... k}).
k=1

Bemerke, dass |P({1,...,k})| = 2* gilt. Da eine abziihlbare Vereinigung von endliche Mengen
abzahlbar ist, dies zeigt die Behauptung.
Wir zeigen jetzt, dass eine abzidhlbare Vereinigung von abzdihlbare Mengen abzahlbar ist. Das
impliziert im Besonderen, dass eine abzédhlbare Vereinigung von endliche Mengen abzahlbar
ist.
Sei
+o00
A=A
k=1
wobei Ay abzéhlbar ist. Wir zeigen, dass A abzéahlbar ist. Da Aj, abzéhlbar ist, es existiert eine
bijektion fr : N — Aj. Nenne ag, := fp(n): dann ist Ay := {ag1, as,...}. Wir konstruieren
eine bijektion f : N — A. Wir schreiben die Mengen Ay in Zeilen:
11 A1z a3

G2,1 Q22 a23

a31 Aaz2 433

und wir definieren f(1) = a1, f(2) := a1, f(3) == ara, f(4) = a3, f(5) = azp,
f(6) :==as1, f(7) := a4y usw indem wir die Diagonale folgen.
U



Aufgabe 5. Sei K ein angeordneter Korper und seien a,b € K mit b # 0. Wir definieren

a
—=ab!
b

Seien nun z,y, z € R mit zyz > 0. Zeigen Sie, dass

T Y z 1 1 1
—t—+—2>2—-+-—+-
yz Tz Yy Ty Z

Lésung. Wir haben (z —y)?> > 0, (y — 2)*> > 0 und (z — x)? > 0. Somit gilt

(x—y)?+(y—2)?+(z—2)*>0.
Wir multiplizieren die Klammern aus und erhalten

2 = 2wy + 1yt P =2y + 2422 =2z + 22 > 0.

Umgeformt also

2(2° + y* + 2°%) > 2(wy + yz + 21).
Diese ungleichung ist dquivalent zu

x2+y2—|—z2 > xy +yz + zx.

Weil zyz > 0 ist, gilt auch (zyz)~! = x—;z > 0 und somit

x 2 4P+ ay+yzr+zz 111
LY _ 2ty L ayty _ 1

yz zx  xy TYz TYz xr Yy =z



Aufgabe 6. Sei K ein Kérper un L C K eine Teilmenge. Wir nennen L ein Unterkdorper
falls:

o Ux,1lx €L,

e v +y,xy € Lfalls x,y € L,

o —xc [ fallsx e L,

e tel fallsz e L* =L\ {0k}

Wir betrachten nun die Teilmenge Q(v/2) := {a + bv/2|a,b € Q} C R der reellen Zahlen.

(1) Zeigen Sie dass L mit der Einschrankung auf L x L von + und - ein Korper ist.

(2) Beweisen Sie, dass Q(v/2) der kleinste Unterkérper von R ist, der Q und v/2 enthiilt.

(3) Zeigen Sie, dass Q(v/2) mit der von R induzierte Operationen + und - und der indu-
zierten Ordnung < ein angeordneter Korper ist, der jedoch nicht ordnungsvollstéandig

ist.

Losung.

(1) Wir zeigen, dass L ein Korper ist. Zuerst, es folgt von der Definition von Unterkorper,
dass 4+ und - sind auf L wohldefiniert.
Nullelement Definiere 0; := Ox. Da L ein Unterkorper von K ist, gilt 0, € L. Sei
x € L. Insbesondere ist x € K, also es gilt

£E+OLISC+OKI£C:OK+£L'IOL+CL'

da K ein Korper ist.
Additives inverses Sei x € L. Da L ein Unterkorper von K ist, gilt —x € L.
Assoziativgesetz fir + Seien z,y,z € L. Insbesondere sind z,y,z € K. Dann (z +y) + 2z =
x + (y + z) nach den Assoziativgesetz fiir K.
Kommutativgesetz fiir + Gleiche Begriindung als die Assoziativgesetz.
Einselelement Definiere 1;, := 1. Da L ein Unterkorper von K ist, gilt 1, € L. Sei
x € L. Insbesondere ist z € K, also es gilt

vl =z - 1lg=zc=1g-2=1;, - x

da K ein Korper ist.
Multiplikative Inverse Sei € L\ {0z}. Da L ein Unterkérper von K ist, gilt 27! € L.
Assoziativgesetz fiir - Seien x,y, z € L. Insbesondere sind z,y,z € K. Dann (z-y)+-z2 =z (y-2)
nach den Assoziativgesetz fiir K.
Kommutativgesetz fiir - Gleiche Begriindung als die Assoziativgesetz.
Distributivgesetz Gleiche Begriindung als die Assoziativgesetz.
Dies zeigt, dass L ein Korper ist.
(2) Wir beweisen zuerst nach, dass Q(v/2) ein Unterkérper von R ist.
e Esgelten 0 =0+0-v2€ Q(v2) und 1 =1+0-v2 € Q(/2).
e Seien a + bv2,d + V2 € Q(\/i) Dann gelten

(a+bV2) + (a/ +V'V2) = (a+d) + (b+V)V2 € Q(V2)
(a+bV2)(d + V'V2) = (ad’ + 2bV) + (ab/ + ba')V2 € Q(V/2).



e Sei a + bv/2 € Q(v/2). Dann ist
—(a+bV2) = (—a) + (-b)V2 € Q(V2).

e Seia+bV/2e @(\/5) mit a 4+ byv/2 # 0. Wir behaupten, dass auch a — bv/2 # 0
gilt. Ansonsten miisste ndmlich b # 0 sein und wir hétten v2 = ab™! € Q, im

Widerspruch zu Lemma 2.35. Also konnen wir schreiben

1 _ a—by2 B a _ b
a+bvV2  (a+bv2)(a—by2) o — 207 7 ap V2 €V,

[2mm)] Dies zeigt, dass Q(v/2) ein Unterkorper von R. Es ist evident, dass Q C Q(v/2)
und v2 € Q(v/2).

Um zu zeigen, dass Q(\/ﬁ) der kleinste Unterkérper von R ist, der Q und v/2
enthilt, reicht es festzustellen, dass jeder Unterkérper L von R, der Q und v/2 enthilt,
aufgrund der Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation notwendigerweise
schon Q(v/2) enthélt. Also ist Q(v/2) in jedem solchen Unterkorper L von R enhalten,
und da Q(v/2) selbst schon ein Unterkérper von R ist, ist es somit der kleinste mit

dieser Eigenschaft.
(3) Die Korperaxiome (1)-(9) gelten fiir die auf Q(v/2) induzierten Operationen + und
., da sie in R gelten und Q(v/2) als Unterkérper von R die Elemente 0 und 1 von
R enthélt und abgeschlossen ist unter Addition, Multiplikation und (additiver und
multiplikativer) Inversenbildung. Aus demselben Grund gelten die Axiome (10)—(15)
fiir die induzierte Ordnung <. Somit ist Q(ﬂ) mit < ein angeordneter Korper.
Um einzusehen, dass diese Ordnung jedoch nicht vollsténdig ist, wollen wir zeigen,
dass v/3 ¢ Q(+/2). Angenommen dies wiire doch der Fall. Dann kénnten wir schreiben

V3=a+b/2

mit rationalen Zahlen a,b € Q. Quadrieren dieser Gleichung ergibt
(Eq.1) 3 = a® + 2% + 2abV/2.

Wir unterscheiden nun 3 Félle:

(a) a = 0: Dann lautet obige Gleichung 3 = 2b*. Schreiben wir b = p/q mit p € und
g € N, so miisste also gelten 3¢®> = 2p?. Da der Primfaktor 2 in p? sicherlich in
gerader Vielfachheit auftritt, miisste er in der linken Seite in ungerader Vielfach-
heit vorkommen. Dies ist aber nicht méglich, da er im Faktor 3 gar nicht und in
¢? in gerader Vielfachheit auftritt!. Dies ist ein Widerspruch.

(b) b = 0: Dann ist (Eq.1) dquivalent zu 3 = a?. Setzen wir a = p/q mit p €, ¢ € N,
so erhalten wir 3¢®> = p?, was einen Widerspruch diesmal durch Betrachten der
Vielfachheit des Primfaktors 3 ergibt.

(c) a # 0 und b # 0: Dann kénnen wir v/2 aus (Eq.1) wie folgt ausdriicken:

3 —a?— 2
Q=
\/_ 2ab

IFiir eine Diskussion der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in N verweisen wir auf die
angeleitete Ubung 2.32 in Abschnitt 2.2.4 des Skripts.



Da /2 aber irrational ist, erhalten wir auch hier einen Widerspruch.
Es muss also tatsichlich v/3 ¢ Q(v/2) gelten.

Der Schluss, dass Q(v/2) nicht ordnungsvollstindig ist, verlauft analog zum Argu-
ment im Beweis von Lemma 2.30, wo gezeigt wird, dass aus v/2 ¢ Q folgt, dass Q
nicht ordnungsvollstéandig ist.

Dieses Argument basiert auf der Beobachtung, dass im Beweis der Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen iiber die Quadratwurzel nur die Axiome (1)—(16) benotigt
werden (siche Vorlesung bzw. Ubung 2.11 im Skript). Wire Q(v/2) ordnungsvollsténdig,
so wiirden all diese Axiome auch in Q(v/2) gelten, und somit hitte jedes nichtnega-
tive Element von Q(v/2) eine eindeutig bestimmte nichtnegative Quadratwurzel in
Q(ﬂ) Insbesondere gibe es ¢ € Q(\/ﬁ) mit 0 < ¢ und ¢ = 3. Dann lidge ¢ aber
auch in R und die Eindeutigkeit von V3 in R wiirde vV3 = ¢ € Q(\/ﬁ) implizieren.
Dass dies nicht der Fall sein kann, haben wir aber oben schon bewiesen.

g



Aufgabe 7. Multiple choice Fragen.
(1) Es existiert eine surjektive Abbildung f : P — Z, wobei

P:={2n: neN}

die Menge aller geraden Zahlen bezeichnet.
(a) Wahr

(b) Falsch

Losung. Zum Beispiel

n, falls n gerade
f(QTL) = —n+1
2

, falls n ungerade

Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Sei k € Z. Falls k = 0 ist k = f(2); falls k& > 0 ist
k= f(2k) und falls k < 0 ist k = f(—4k + 2). O
(2) Welche der folgenden Teilmengen von R ist mit der iiblichen Addition und Multipli-
kation kein Korper?
(a) Q
(b) {—1,0,1}
(c) {a+bV3|a,becQ}
(d) R
Losung. + ist nicht wohldefiniert, da 1 + 1 = 2. U
(3) Sei X eine Menge mit | X| > 2. Die Relation C auf P(X) ist ...
(a) ...eine Aquivalenzrelation,
(b) .
(c) ...eine Ordnungsrelation, die nicht linear ist,
(d) ...keins der Obigen.
Losung. Wir zeigen, dass C eine Ordnungsrelation ist.
Reflexivitdat Sei Y C X: es ist klar, dass Y C Y ist, da Y =Y.
Antisymmetrie Seien Y, Z C X sodass Y C Z und Z C Y. Dann gilt Z =Y wegen der zweiten
Annahme der naiven Mengenlehre (S.17 im Skript).
Transitivitdat Seien YV, Z, W C X sodass Y C Z und Z C W. Sei y € Y beliebig, dann nach
Annahme y € Z. Aber dann, y € W. Dies zeigt Y C W
Wir zeigen, dass C nicht linear ist: sei X = R, Y = {1} und Z = {3}. Da 1 # 3,
weder Y C Z noch Z C Y gilt.
Wir zeigen, dass C nicht symmetrisch ist: sei X =R, Y = {1} und Z = {1,2}. Da
1€ Zist dann Y C Z. Anderseits ist 2 ¢ Y, so Z C Y gilt nicht. O
(4) Sei X C R eine Teilmenge der reellen Zahlen. Wir sagen, dass zp € R ein Mazimum
von X ist, falls xg € X und = < xq fiir alle x € X gilt. Welche der folgenden
Teilmengen von R besitzen ein Maximum?
(a) Xy :={z e R| z <0},
(b) X5 :={x € Q]| z <0},
(c) Xg:={z€Z]| z <0},
(d) keins der Obigen.

..eine lineare Ordnungsrelation,




Losung.

(a) Wir nehmen an, dass zy € R ein Maximum von X; ist und wir suchen ein
Wiederspruch. Definiere z; := zo — 3. Da 2o < 0 ist, ist auch z; < 0, ie.
xr1 € X1, und ausserdem xy < xq: Wiederspruch.

(b) Genau wie oben.

(¢) mp = —1 ist ein Maximum von Xs.

(5) Welche Aussage gilt fiir alle angeordneten Korper K und alle z,y € K?

(a) Ist > 0 so gibt es ein z € K so dass 2% = .
(b) Aus z? > y? folgt = > y.

(c) Ist & # 1 so gibt es genau ein z € K so dass © =
(d) Falls z,y # 0 und z < y dann 1/ > 1/y.
Losung.

(a) Gegenbeispiel: K = Q, = = 2.

(b) Gegenbeispiel: K =R, z = —1 und y = 1.

(c) Wahr

(d) Gegenbeispiel: K =R, x = —1 und y = 1.

z—1
+1-




