ANALYSIS 1: EINE VARIABLE HERBSTSEMESTER 2022
Prof. Giovanni Felder Mittwoch, 12. Oktober

Losungen zur Ubungsserie 3

Aufgabe 1. Zeichnen Sie folgende Teilmengen der komplexen Ebene.

(1) {zeC|1< 2| <3}
(2) {z € C|Re(z?) >0}
8) {zeC|lz—1| <3, 2| <3, |z —i| < 3}
(4) {z € C|Re(z + 1) = Re(z +iz), |2| < 2}
(5)
(6)

5 {ZE(C}Z%I,} = ‘gl}

z—1

6) {zeC||lz—1|+ |2+ 1| < 4}

Losung. Sei z = a + ib wobei a,b € R.

(1) 2> = a® + b% Somit ist 1 < |z| < 3 dquivalent zu 1 < a? + b* < 32, also ein durch
zwei Kreise beschrinktes Gebiet, ein Kreisring.
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(2) 2?2 = a® — b* + 2abi. Wir haben, dass Re(z?) > 0 genau dann, wenn a® — b* > 0. Also
a® > b
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3) |z—1] <3, |z <3 und |z —i| < 3 sind drei Kreisscheiben mit Mittelpunkte
1 =(1,0), 0 = (0,0) und ¢ = (0,1). Somit ist die gesuchte Teilmenge der Schnitt

dieser drei Kreisscheiben.

-4 -2 0 2 4

(4) z+1iz = a +ib+ia — b. Somit gilt Re(z +iz) = a—bund Re(z+1) = a+ 1. Wir
haben a + 1 = a — b, das heisst b = —1. Da ausserdem |z| < 2 ist, folgt a® + b* < 4,
also a? + 1 < 4, was #quivalent zu |a| < V3 ist.
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(5) Die Gleichung |z| < |z — 1| bedeutet, dass wir Punkte suchen, welche néher bei
0 = (0,0) sind als bei 1 = (1,0). Die Mittelsenkrechte {(3,b) | b € R} zwischen
diesen Punkten ist also der Rand, welcher die gesuchte Teilmenge begrenzt.
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(6) Wir quadrieren die Gleichung
4—|z—1] =]z +1]

und erhalten

16 —8y/a2 -2+ 142 +a22 - 204+ 1+y> =24+ 20+ 1+ 9>
Also

16 — 42 = 8y/22 — 2z + 1 + 32,
Nachdem wir durch 4 dividieren und erneut quadrieren, erhalten wir
16 — 8z + 2 = 4(x? — 2z + 1 + ).

Nach Umschreiben beschreibt dies eine Ellipse mit Mittelpunkt (0,0), horizontalem
Radius 2 und vertikalem Radius v/3:

12 = 322 + 49/°

Aufgabe 2. (1) Finden Sie eine lineare Ordnungsrelation < auf C so dass:
(a) 2 <w = z+u<w+u fiir alle z,w,u € C.
b)0<zund 0<z = O0<zzfirallezr € Rund z € C
(2) Zeigen Sie dass es keine lineare Ordnungsrelation auf C gibt, die C zu einem ange-
ordneten Korper macht.

Hinweis: Zeigen Sie dass —1 < 0 < 1 in jedem angeordenten Koérper gilt.



Losung.

(1) Wir definieren die folgende Relation auf C. Seien z,w € C. Wir schreiben z < w falls
Re(z) < Re(w) oder Re(z) = Re(w) und Im(z) < Im(w)

(Dies ist die sogenannte lexikografische Ordnung). Wir behaupten, dass < eine lineare
Ordnungsrelation auf C ist. Seien z = ag + boi, w = a; + bit, u = as + byt € C.
Reflexivitdt Das ist klar.

Antisymmetrie Nehme an, dass z < w und w < z gilt. Wir zeigen z = w. Aus z < w und der
Definition von < auf C folgt es, dass ag < a; gilt. Anderseits folgt aus z < w,
dass a; < ag gilt. Somit ist ay = a;. Aus der gleichen Uberlegung ergibt sich,
dass by = b;. Dies zeigt z = w.

Transitivitdt Nehme an, dass z < w und w < u gilt. Wir zeigen z < u. Aus der Definition von
< haben wir ag < a; < as. Falls ag < a; oder a; < as, dann ay < as und somit
z < u. Falls ag = a; = as, dann folgt aus der Definition von <, dass by < b; und
b1 < by gilt. Insbesondere by < by, und somit z < u.
Linearitdt Gegeben z,w, wir zeigen, dass mindestens z < w oder w < z gelten soll. Falls
ap < ai, dann z < w; falls a; < ag, dann w < w. Falls ag = a; wir konzentrieren
auf die b;’s: falls by < by, dann z < w; falls b; < by, dann w < z.
Wir zeigen jetzt, dass < Eigenschaften (a) und (b) erfiillt. Bemerke, dass z + u =
(ag + az) + (b + b2)i und w + u = (a1 + ag) + (by + by)t.
(a) Nehme an, dass z < w gilt. Wir haben zwei Félle:
® qp < ap: nach Addition von as haben wir ag + as < a; + a» und somit
z4u <;
® ay < ay: in diesem Fall muss by < b; gelten. Nach Addition mit by erhalten
wir by + by < by + by und somit z +u < w + w.
(b) Sei z € R positiv und nehme an, dass 0 < z gilt. Bemerke, dass 2z = zagy + xbg.
Wir haben zwei Fille:
e ay = 0: in diesem Fall 0 < by. Bemerke, dass xag = 0 und 0 < xby gelten
muss, somit 0 < zz;
e 0 < ag: in diesem Fall 0 < xag und somit 0 < zz.

(2) Wir zeigen zuerst, dass falls < die oben definierte Relation bezeichnet, dann ist (C, <)
kein angeordneten Korper. Seien z = w = i. Bemerke, dass 0 < ¢, da 0 < 1. Falls
(C, <) ein angeordneter Korper wire, dann sollte aus Axiom 15 (auf Seite 77 in
Skript) 0 < i? gelten, aber i = —1 und —1 < 0, und dies impliziert > < 0. Das ist
ein Widerspruch zur Definition von angeordneten Kérper.

Sei jetzt < eine beliebige lineare Ordnungrelation auf C (i.e. nicht zwingend die
obige Relation). Wir zeigen, dass (C, <) kein angeordneten Korper ist. Wir folgen
dem Hinweis und beweisen das folgende Lemma:

Lemma. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann —1; < Ox < 1.

Beweis. Nach Linearitdt von < (Axiom 13, S.77) erhalten wir folgende Félle:
(a) 0 <1und 0 < —1. Wir benutzen Axiom 14 mit x =0, y = 1 und z = —1 und
erhalten —1 < 0, ein Widerspruch.



(b) 1 <0 und —1 < 0. Wir benutzen Axiom 14 mit x = —1, y = 0 und z = 1 und
erhalten 0 < 1, ein Widerspruch.
(c) 1 <0 < —1. Wir benutztn Axiom 15 mit z = y = —1 und erhalten 0 < (—1)? =
1, ein Widerspruch.
(d) —1 <0 < 1. Dies ist die einzige verbleibende Moglichkeit.
Dies beweist das Lemma, da O # 1x (Axiom 5 in der Definition von Kérper, S.73

im Skript). O

Wir nehmen an, dass (C, <) angeordnet ist. Wir betrachten 0,7 € C. Nach Linea-
ritdt von < (Axiom 13) haben wir zwei Félle:
(a) 0 < 4. Nach Axiom 15 erhalten wir (mit x
Widerspruch zum obigen Lemma.
(b) i < 0. Nach Axiom 14 erhalten wir (mit x =i, y =0, z = —i) 0 < —i. Aber
dann 0 < (—i)*> = —1 nach Axiom 15.
Wir haben gezeigt, dass (C, <) kein angeordneten Korper sein kann.

y =1) 0 <i? = —1. Das ist ein

O

Aufgabe 3. Folgern Sie aus Satz 2.15 oder aus Satz 2.19 im Skript die folgenden Varianten
der vollstdandigen Induktion.
Sei hierzu A(n) eine beliebige Aussage tiber natiirliche Zahlen n € N.

(1) Angenommen die Aussagen
(a) (Induktionsanfang) A(1) und A(2),
(b) (Induktionsschritt) Vn € N: (A(n) A A(n+1) = A(n + 2)),
gelten, dann gilt ebenso A(n) fiir alle n € N.

(2) Falls fiir ein ng € N die Aussagen
(a) (Induktionsanfang) A(ny),
(b) (Induktionsschritt) Vn € N: ((n > ng A A(n)) = A(n +1))
gelten, dann gilt auch A(n) fir alle natiirliche Zahlen n > ny.

Losung.

(1) Wir definieren fiir alle n € N die Aussage B(n) als A(n) A A(n+1). Es gilt B(1), da
nach (a) A(1) und A(2). Sei n € N so dass B(n), dann A(n + 2) nach (b). Es folgt,
dass B(n) B(n+ 1) impliziert, da A(n + 1) nach Annahme. Nach Satz 2.15 ist dann
B(n) fiir alle n € N; insbesondere ist dann A(n) fiir alle n € N,

(2) Wir definieren fiir alle n € N die Aussage C'(n) als A(ng +n — 1). Es gilt C(1), da
nach (a) A(ng). Bemerke: fiir n € Nso dass n > 1 gilt ng+n—1 > ng. Dies impliziert
insbesondere, dass C'(n) C(n + 1) impliziert. Nach Satz 2.15 ist dann C'(n) diir alle
n € N, oder dquivalent A(n) fir alle n > ny.

4

Aufgabe 4 (Anwendung von Aufgabe 3). Die Fibonacci-Zahlen fy, f1, f2, ... sind durch

fo=0, fi=1, fomi=fot+tfoafirn>1



rekursiv definiert.

(1)

(2)
(3)

Beweisen Sie die Identitat

fm+n = fmfn+1 + fmflfn

fiir alle m,n € N.
Beweisen Sie: Fiir alle k,n € N ist fy, ein Vielfaches von f,.
Beweisen Sie: Es gibt ein ng € N so dass f,, > (%)n fiir alle n > ny.

Losung.

(1)

Fiir jedes festes n € N wird die Identitét als eine Aussage A(m) iiber m per Induktion
bewiesen. Wir zeigen zuerst A(m) fir m = 1,2. Fiir m = 1 stimmt die Aussage
fos1 = fifos1 + fofu, da fo = 0und f; = 1. Da fo, = 0+ 1 = 1 ist A(2) die
Rekursionsformel fiir Fibonacci-Zahlen: f, o = fofui1 + fifn = for1 + fu. Wenn
A(m) und A(m — 1) gelten, dann

fm+1+n = fern + fm+n71

= (fmfn+1 + fmflfn) + (fmflfn+1 + fmefn)
= (fm + fm—1>fn+1 + (fm—l + fm—Z)fn
= fm+1fn+1 + fmfn

Also gilt A(m +1).

Der Beweis ist mit Induktion in n bei festem, beliebigem k € N. Fiir n = 1 gilt die
Behauptung, da f; = 1f ein Vielfaches von fi ist. Nehmen wir induktiv an, dass
frn ein Vielfaches von f; ist, also dass es ein g, € N gibt, so dass fi, = ¢gnfr. Der
Induktionsschritt folgt unter Verwendung der vorherigen Identitdt nach Ersetzung

von m,n durch k, kn:

Jema1) = feskn = frfrnsr + frm1fen = fo(fens1 + fr—19n),

Also folgt aus der Induktionsannahme dass fj(,+1) ein Vielfaches von f, ist.
Mit einem Taschenrechner oder durch expliziter Rechnung sehen wir dass f1o = 144 =
2132 > (3/2)'2. Wir setzen also ng = 12. Sei a = 3/2 und A(n) die Aussage

VkeN:nggkgn:fk>ak.
Sie gilt fiir n = ng. Wenn A(n) gilt, dann
fori=fot for>ad" +a" P =a"a +a?) > a"t

daa'+a?=2/3+4/9=10/9 > 1. Somit gilt A(n + 1).

Bemerkung: der Induktionsschritt gilt fiir jede positive Zahl a so dass a='+a=2 > 1,
also wenn 0 < a < (1 ++/5)/2. Ein ng existiert auch in diesem allgemeineren Fall,
wie man mit der Binet-Formel (S. Wikipedia) zeigen kann.

O



Aufgabe 5. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass
<y <= x3+x§y3+y
fiir alle x,y € K gilt.
Losung. Wir werden Folgerung (w) aus dem Skript auf Seite 78 benutzen. Also

0<z <y, 0<z<w = 0<zz < yw.

0 <z, y<z = ry < x2,

weil aus 0 < z,x < y die Ungleichung xz < yz folgt, aus 0 < y,2z < w die Ungleichung
yz < yw folgt und wir dann die Transitivitdt der Ordnung benutzen koénnen.

Nun zur eigentlichen Aufgabe:
=: Wir nehmen z < y an und beweisen 2* + z < 3 + y.

0 < 2: Dann folgt aus 0 < < y und mehrfachem Anwenden von Folgerung (w) aus dem
Skript, dass " < y" fiir alle n. Mit Folgerung (o) aus dem Skript konnen wir Ungleichungen
addieren. Also < y und 2 < y® implizieren zusammen 23 + z < 3% + .

y < 0: Wir fithren diesen Fall auf den vorherigen zuriick. Aus x < y und y < 0 haben
0 < —y < —z. Der vorherige Fall impliziert —y* —y = (—y)® —y < (—2)3 — 2z = -2 — ,
also 2 + 2 <y +y.

r < 0 < y: In diesem Fall ist 22 < 0 und 0 < y3. Also bekommen wir die gewiinschte Unglei-

chung, wenn wir die Ungleichungen 3 < 4% und x < y addieren.

<: Wir nehmen 2* + = < y* + y an und beweisen z < y.
Falls # > y wiire, konnten wir wie oben herleiten, dass 2® 4+ > 3® 4+ v, was ein Widerspruch

zur Annahme ist.

O

Aufgabe 6. Wir betrachten die komplexen Zahlen z = £(1 + v/3i) und w = \/%*0(3 +1).
Uberpriifen Sie dass |z| = 1 und |w| = 1 gilt, und zeichnen Sie die ungefihre Position von z
und w in der komplexen Ebene.

3 w*, ... und zeich-

(1) Mit Maschinenhilfe, berechnen Sie z, 2%, 23, 2% ... sowie w, w? w
nen diese Punkte in der komplexen Ebene.
(2) Berechnen Sie 2" fiir alle n € Z. Formulieren Sie eine Vermutung iiber die Menge

{w™ | n € Z} und beweisen Sie davon was Sie kénnen.

Losung. Die beiden Zahlen sind von Betrag 1, da [z] = /(1 4+3) = 1und |w| = y/15(9+ 1) =
1.
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.in der komplexen Ebene sind:
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.in der komplexen Ebene sind:
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1
11++3i), n=06k+1
5(=1+14V3), n =6k +2

1(=1—1iV3), n =06k +4
1(1—=14v/3), n =6k +5.

Vermutung: Die Menge W = {w™ | n € Z} liegt dicht im komplexen Einheitskreis.

Das heisst prézise: Fiir alle z € C mit |z| = 1 und alle € > 0 gibt es n € N so dass
lw"™ — z| < € gilt.

Beweis der Vermutung: Mit der Annahme, dass wir 7 und die Exponentialfunktion
exp schon definiert haben, kénnen wir die Zahl z in Polarkoordinaten exp(i arg(z))
schreiben, wobei arg(z) € [0,27) der Winkel zwischen der reellen Achse und der

durch 0 und z gegebenen Geraden ist (arg steht fiir Argument). In unserem Fall ist

arg(z) = arctan <\/§) =z,

6 6

darum ist z = exp(%) und darum z = exp(2im) = 1. Auf der anderen

= exp(F)
Seite ist das Argument von w

arg(w) = arctan ()

kein rationales Vielfaches von 27, also n - arg(w) ¢ 277Z. Darum wird w™ fiir kein n
zu 1 werden. Wir skizzieren kurz, dass W dicht auf dem Einheitskreis liegt. Dies ist

dasselbe, wie zu zeigen, dass wir mit arg(w”) jeden Winkel in [0, 27) erhalten.



Wir beweisen die folgende Aussage: Sei © ¢ Q eine irrationale Zahl, dann ist die
Menge {nz mod 1 |n € Z} C [0, 1] dicht in [0, 1].

Beweis: Sei € > 0. Wihle N grosser als . Wir koénnen dann das Intervall [0,1] in

N Intervalle teilen, sodass alle Lange kleiner als € haben. Die Menge {nz mod 1 |

n € Z} besteht aus unendlich vielen Elementen (sonst gidbe es m # n € Z mit

k

—~_ rational).
n—m

nx =max mod 1, also (n — m)x = k fir k € Z. Aber dann wére x =
Also muss eines der kleinen Intervalle mindestens zwei Elemente enthalten (durch
das Schubfachprinzip von Aufgabe 1 aus Serie 1). Diese Elemente njx und nyx sind
verschieden und |(nyz —nsx) mod 1| < e. Die Zahlen (I(ny —ng)z) mod 1 mit ] € Z
sind iiber das ganze Intervall [0, 1] verteilt, aber in einem Abstand der kleiner als €
ist. Wir landen also in jedem Intervall mindestens einmal, das heisst {l(n; — ng)z
mod 1 | [ € Z} liegt dicht in [0,1]. Da aber {l(ny — no)x mod 1 | | € Z} eine
Teilmenge von {nz mod 1 |n € Z} ist, sind wir fertig.

g

Aufgabe 7. Bestimmen Sie die Real- und Imaginérteile, den Betrag und das komplex Kon-

jugierte von

(1) == 375,

(2) = =24,

3) 2= 2=

(4) z= (2 — z)
Loésung

i—4  (i—4)(2i+3) —2—8 —12+3i 1445
z = = e e
2 —3  (20—3)(2i+3) —4-9 13

So, Re(z) = %, Im(z) = 1—53, |z| = 4/ 1412;;52 = }—;, zZ= —141_3&
(2)
V2 _ W26+ V2 VRE s s
i—-1 (-1)@GE+1)  —-1-1

S0, Re(2) = V3, Tm(2) = —V2, 2] = \/V2' + (—v2)2 =2, 7 = V3 + 2i
(3)

Zz =

z2=(2-iP3=8-3-22.i+3-2-2—3=2— 111 =2+ 113
So, Re(2) =2, Im(z) = 11, |2| = V22 + 112 = 55, 2 =2 — 11

(4) Aus Lemma 2.37(iii) im Skript z-w = Z - w fur alle z,w € C. Es folgt, dass
2—i)p=2—-71-2—1-2—i=(2—-4)-(2—1)-(2—1i)=(2—1)3
So, Re(z) = 2, Im(2) = 11, |z| = V22 + 112 = 5v/5, Z = 2 — 11i aus (3).




Aufgabe 8. Zeigen Sie die folgende Behauptung: fiir m,n € N mit m < n < m + 1 gilt

n =m oder n =m + 1.
Losung. Wir definieren fiir n € N die Aussage A(n) durch
VmeN:(m<n<m+1)=ne{mm+1}).

Dann gilt A(1), denn falls mm € N die Ungleichung m <1 < m + 1 erfiillt, dann gilt wegen
m>1auchm=1=n.

Angenommen es gilt nun A(n) fir ein nm € N und wir wollen A(n + 1) zeigen. Sei also
mm € N, sodass m << n+1<m+1gilt. Fallsm =1ist,dann gilt 1 <n+4+1<2=1+1
und damit n < 2 —1 = 1. Wegen n > 1 folgt n = 1 = m und somit n + 1 = m + 1. Falls
aber m # 1 ist, dann ist wegen der ersten Behauptung m — Im € Nund m — 1 <n < m.
Da wir aber A(n) angenommen haben, gilt n € {m — 1,m} und daher n + 1 € {m,m + 1}.
Wir haben also den Induktionsanfang A(1) und den Induktionsschritt A(n) = A(n + 1) fur
ein beliebiges n gezeigt. Daher gilt A(n) fir alle n € N. O

Aufgabe 9. Multiple choice Fragen.
(1) Betrachte die folgende Menge

3
X::{xeR: 2$+—+7§0}
e

Welche der folgenden Mengen ist gleich X7
(a) @
(b) (
(c) (o0 )
(d) (o0, —3)U(0,3),

(e) keins der Obigen.
(2) Sei z € R. Welcher Ausdruck entspricht stets V27

(
(b) £z,

®
?H—ﬁ

)

(c) |=],
(d) keins der Obigen.

(3) Wie viele Losungen besitzt die Gleichung 2% + 1 = 0 in C?
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) >
(4) Seien w, z € C. Welche der folgenden Aussage gilt im Allgemeinen nicht?

(a) Imz = 2.

(b) Re(z?) = (Rez)?.
(c) |2* = (Rez) + (Im 2)*.
(d) Aus z* = w* folgt |z| = |w|.

(5) Sei z = 3. Welche der folgenden Aussagen gilt?
(a) |z =0 und z = 4,






