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Losungen zur Ubungsserie 11

Aufgabe 1. Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen
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Losung.

(1) Wir benutzen das Quotientenkriterium:
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wegen Stetigkeit der Wurzelfunktion.
(2) Wir benutzen das Quotientenkriterium:
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(3) Wir transformieren unsere Reihe in einer Reihe der Form Y -, axz*. Wir setzen
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Aufgabe 2. Sei Y = a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0,00). Sei des
Weiteren )" | |a,|R" < co.

(1) Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Funktion

2 € Bp(0) ={z € C|[z| <R} —— > a,2"
n=1
wohldefiniert und stetig ist.
(2) Geben Sie ein Beispiel einer solchen Potenzreihe.

Losung.
(1) Wir bezeichnen die Funktion aus der Aufgabenstellung mit f. Fiir die Wohldefi-
niertheit von f ist dann zu zeigen, dass die Reihe > 7 ja,z" fiir jedes z € Bg(0)

konvergiert. Dass dies der Fall ist, beweist die Abschétzung

o0 o0 o
D a2 = an| 2" <D lan| R" < 0.
n=0 n=0 n=0

(In der Tat, sie zeigt sogar absolute Konvergenz.) Um die Stetigkeit von f auf Bg(0)
nachzuweisen reicht es aufgrund von Satz 7.48 zu zeigen, dass die (stetigen) Partial-

summen fy(z) := Zﬁ/:o a,z" auf Br(0) gleichméssig gegen f konvergieren. Dies folgt
jedoch unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir Reihen (vgl. Proposition 7.28)

direkt aus
o0 [ee] o0
f) = @) =] D) @[ < > anl [z < ) an| R
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fir z € Br(0) und der Tatsache, dass die Reihenreste > > . |a,| R" der konver-

genten Reihe Y >° la,| R"™ fir N — oo gegen 0 konvergieren.
(2) zB: Y07, &2

Aufgabe 3. Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe
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und zeigen Sie Konvergenz der Potenzreihe bei den Punkten —R, R € R.

Losung. Der Konvergenzradius: Wir benutzen das Wurzelkriterium. Sei p = limsup,,_,., ¥/ |ax|-

Somit gilt
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Wir koénnen die Grenzwerte des Nenners und des Zihlers separat berechnen (falls sie kon-

vergieren). Konkret ist

VIR S LY (i Y
nl—>nc}o n2/n o nl—>nolo nl/n o nl—g)lo nl/n ’



wobei wir die Stetigkeit von x — 2% verwendet haben. Ausserdem gilt

lim =lima* =1,
n—o00 nl/n z—0
wenn wir x — 0 betrachten. (Die Aussage liII(l) z® = 1 stimmt fiir jede Folge z = (z,,) — 0,
r—r

also auch fiir z, = 1.)

Im Nenner v/n2 +n — v/n2? + 1 wollen wir die Differenz von Wurzeln in eine Addition ver-
a”—b" 2_p2

S und erhalten

wandeln. Dazu benutzen wir den Trick: (a — b) =

n—1
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Der Term ﬁm verschwindet fiir n — oo. Der andere Term kann wie folgt umgeformt
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werden:
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Durch Stetigkeit der vorkommenden Funktionen finden wir, dass die Terme %

und n—lz ver-

schwinden, erhalten also
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Daraus erhalten wir
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Der Konvergenzradius ist somit R = % = 2.

Konvergenz auf dem Rand: Wir {iberpriifen der Konvergenz der Potenzreihe bei R = 2 und
“R=—

Wie oben gilt

(Vn2+n—+vn2+1)" (n—1)"
n? n2(Vn? +n+vnZ +1)n’
Mit der Abschitzung vn2 +n + vn2 + 1 > 2n und (nn;l) < 1 folgt

(\/n2+n—\/n2+1)”<i n—1 ”< 1
n2 — n? on 2np2’

Somit gilt
> (Vn2+n—+yn24+1)" " =1
; n2 2 <Z2nn2 :;$<oo.
Also ist die Potenzreihe absolut konvergent fiir R = +2 ist. U

Aufgabe 4. Zeigen Sie: sin(Z) = 11/10 + 2V/5.



Losung. Setze z = e, wobei § = %’r Die komplexe Zahl z ist eine Nullstelle des Polynoms
T°-1=(T-1)(T"+T°+T°+T+1).
Weil z # 1, gilt
A4+ rz41=0.

Da 2z = |z|? = 1 ist, gilt fiir das Inverse 2~' = z und darum 2* + 2z 4+ 1+ z + 2% = 0.

Betrachten wir nun 5
w =242z =2Re(z) = 2Re(e") = 2 cos g

Aus 22+ 2z+1+2+ 22 =0und 2z = zz = 1 folgt, dass
w4+w—1=0.

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist w = 3(—1+ V/5). Weil %’T im ersten Quadrant
liegt, ist w > 0. Somit ist w = 2(—1 + v/5). Es folgt

1 2 / 2

Durch Umformen erhalten wir sin(%) = 11/10 + 2V/5.

O
Aufgabe 5. Seien a < b reelle Zahlen. Beweisen Sie, dass
b b
/ sin(t)dt = cos(a) — cos(b) und / cos(t)dt = sin(b) — sin(a)
gilt.
Losung. Die Potenzreihe des Sinus ist
3 5 0 (_l)n )
n(t)=t——=+-+...= — Ll
sin(t) 3 E T 24 (2n 1 1)!
Setzen ag, 1 = % und as,, = 0 fur alle n > 0. Somit ist
sin(t) = Z a,t".
n=0
Wir setzen F(t) = Y07 daggntt = 3700 amingant2 — 5700 L2+ — —cos(t) + 1.
Somit ist \
/ sin(t)dt = F(b) — F(a) = — cos(b) + cos(a).
Analog finden wir f; cos(t)dt = sin(b) — sin(a). O

Aufgabe 6. Sei B := B;(0) = {z € C| |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe in C, und
fir n > 0, sei f, : B — C gegeben durch f,(z) = >_;_,2". Sei f : B — C gegeben
durch f(z) = (1 — 2z)~!. Erkléren Sie detailliert was die folgenden Aussagen bedeuten, und
beweisen Sie:

(1) Die Folge von Funktionen (f,,)5°, konvergiert punktweise gegen f.



(2) Die Folge von Funktionen (f,,)5°, konvergiert nicht gleichméssig gegen f.
3) Sei r < 1 eine reelle Zahl, und D = {2z € C| |z| < r}. Die Folge von Funktionen
( g

(fulp)S2, konvergiert gleichméssig gegen f|p.

Losung.
(1) Fiir punktweise Konvergenz wird ein fixes z € B betrachtet. Wir erhalten

_ I T a1
o E) = e e s T T = =)
da |z] < 1.
(2) Dass (fn)52, gleichmissig gegen f strebt, bedeutet, dass es fiir alle € > 0 ein N > 0
mit |f,(2) — f(2)] < e fir n > N und ALLE z € B GLEICHZEITIG. Die Zahl N

héngt nicht von z € B ab.

Wir analysieren die Differenz
. 1
> -
1—=2
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Sei nun € > 0. Betrachte fiir jedes n € N die (reelle) Zahl z, € B gegeben durch

2, = 1 — +. Mit der obigen Herleitung haben wir
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Doch durch die Bernoulli Ungleichung haben wir

(1-%)”“%2 (1-%(%1))%:%—(%1).

Zum Beispiel fiir € = % erhalten wir nun aber die Ungleichung

]fn(zn)—f(zn)]2271—71—1:71—1,

welches fiir alle n > 2 grosser als € = %

N > 0 unabhénig von z € B wihlen konnen, so dass |f,(z,) — f(2,)| > 2n—n—1<e
ist. Also strebt f, nicht gleichméssig gegen f.
(3) Wie in (2) betrachten wir fiir beliebige z € B die Differenz

|[fn(2) = f(2)] =

Da wir aber nun nur z € C betrachten, so dass |z| < r fiir ein fixes r < 1 erhalten

ist. Wir erkennen, dass wir fiir € = % kein

Zn+1
1-z

wir
Tn+1

7u(2) ~ )] = T
Weil 7 < 1 ist lim,,_,o 7! = 0. Fiir beliebiges ¢ > 0 kénnen wir also N € N wihlen,
so dass "1 < (r 4 1)e. Dann gilt fiir alle n > N die Ungleichung

zn+1
1—z

n+1

() = FE) < g7 <€

unabhéngig von z € D = B(0,7). Wir schliessen, dass (f,|p)s, gleichméssig gegen

f|p konvergiert.
Il



Aufgabe 7. Wir schreiben C* = C\ {0}.

(1) Sei ¢ eine komplexe Zahl. Bestimmen Sie die Menge {z € C | exp(z) = c}.

(2) Angenommen ¢ # 0. Zeigen Sie, dass es genau eine komplexe Zahl z gibt, mit

—r<Im(z) <m und exp(z) = c.

Die Funktion C* — C die ¢ € C\ {0} die in (2) charakterisierte eindeutige Zahl z zuordnet,
heisst Hauptzweig des komplexen Logarithmus.

(3) Zeigen Sie, dass der Hauptzweig des komplexen Logarithmus nicht stetig ist, und

bestimmen sie die Unstetigkeitsstellen.

(4) Zeigen Sie, dass es keine stetige Funktion L : C* — C gibt, mit exp(L(z)) = z fiir

alle z € C*.

Losung.

(1) Falls ¢ = 0 ist, dann finden wir kein z € C mit exp(z) = 0, weil in Satz 7.68 gezeigt

(2)

(3)

(4)

wurde, dass |exp(z)| = exp(Re(z)) ist. Das reelle Exponential hat aber 0 nicht im
Bild und darum ist | exp(z)| = 0 und somit auch exp(z) = 0 nicht moglich.
Falls ¢ = 1 ist, folgt wieder aus

1 = |exp(2)| = exp(Re(2)),

dass Re(z) = 0 ist. Wir wollen also die Gleichung 1 = exp(if) mit § € R losen.
Aus der Eindeutigkeit der Polarkoordinatendarstellung (Proposition 7.85) gibt es ein
eindeutiges 0y € [0,27), welches 1 = exp(i6) erfiillt. Da exp(i0) = 1 ist, ist 0 dieses
eindeutige 6p. Weil ausserdem x —— exp(ix) 2m-periodisch ist, sind die einzigen
Losungen 0 € 27Z.

Sei nun ¢ € C* beliebig. Falls z,z’ € C beides komplexe Zahlen sind, so dass
exp(z) = exp(z’) = ¢, dann ist exp(z — 2’) = 1. Mit dem vorherigen Argument muss
2z — 2 € 2iwZ sein. Wieder durch die Proposition iiber Polarkoordinatendarstellung
gibt es ein eindeutiges r > 0,6, € [0,27), so dass ¢ = rexp(iby) = exp(log(r) + i6y),
wobei log : R>gp — R den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Die Zahl z, =
log(r)+1i6y gibt uns also eine Losung der Gleichung exp(z) = c¢. Alle anderen Losungen
sind von der Form zg + 27ik mit k € Z.

Aus (1) folgern wir, dass fiir ¢ # 0 die Losung von exp(z) = ¢ eindeutig ist, falls wir
fordern, dass a < Im(z) < a + 2 fiir ein fixes a € R ist. Die Aussage in (2) folgt fir
a=—73.

Der Hauptzweig ist unstetig auf R, da der Wert des Haupzweiges bei —a € R
gleich log a 4 ¢ ist. Wenn wir aber —a durch —a — % approximieren, bekommen wir
als Grenzwert loga — i7.

Auf dem Einheitskreis |z| = 1, haben wir in (1) gezeigt, dass L die Form L(exp(if)) =
0+ 2miky haben muss, wobei kg eine ganze Zahl fiir jedes 0 € [0, 27) bezeichnet. Doch
falls L stetig ware, miisste kg stetig von € abhéngen. Die Zahl ky muss dann aber

die gleiche ganze Zahl k € Z fiir alle 0 sein. Sie kann an keinem Ort springen. Doch



dann ist L nicht stetig bei 1 € C, da
L(1) = 0+ 2mik # 27 + 2mik = lim 6 + 2mik = lim L(exp(if)).
0—2m 0—2m

Also kann kein stetiges globales Rechts-Inverses der Exponentialfunktion existieren.
O

Aufgabe 8. Multiple choice Aufgabe.
(1) Sei (ay), eine Folge mit a, € {2,3} fiir alle n € N. Die Reihe

[e.o]

—1)"a,
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n=1

.. konvergiert bedingt,

T ®

.. konvergiert absolut,

.. konvergiert bedingt oder divergiert,

S
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S N N N

... konvergiert. Die Konvergenz kann sowohl bedingt als auch absolut sein, abhéngig
von der Folge (ay,)n.
(2) Fiir welche Zahlen z € {1,i + 1,3, 2} konvergiert die Reihe

o)

Z 3”?— nZ%

n=1

(3) Was ist der Konvergenzradius der Reihe

Zn!z”

n=1

4) Welche Aussage ist fiir jede durch eine Reihe f(z) = "7 az2* mit Konvergenzradius
k=0
R definierte Funktion f: (—R, R) — C?

(a) Falls lim, g f(x) existiert dann konvergiert die Reihe fiir x = R.
(b)

joW

Falls die Reihe fiir x = R gegen s € C konvergiert dann existiert der Grenzwert

lim, »g f(x) aber er stimmt nicht immer mit s iiberein.

(c) Falls die Reihe fir x = R konvergiert dann definiert sie eine stetige Funktion
f: (=R,R] — C.

(d) Falls die Reihe fiir x = R konvergiert dann konvergiert sie fiir + = R absolut.



