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Losungen zur Ubungsserie 12

Aufgabe 1. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
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Losung.

(a) Situation 2. Wir berechnen mit I'Hopital’s Regel
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Immer noch Situation %. Wieder mit 'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie
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Immer noch Situation %. Wieder mit 'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie
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Dieser Grenzwert ist gleich 3 +_21+2 = —%

(b) Situation 3. Wir berechnen mit ’'Hopital’s Regel
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Immer noch Situation %. Wieder mit 'Hopital’s Regel ist das derselbe Grenzwert wie
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Dieser Grenzwert ist gleich —1
(c) Situation 3. Beachte, dass 4” = exp(z log(4)) ist und darum
(47)" = (exp(zlog(4)))" = log(4) exp(x log(4)) = log(4)4".
Wir berechnen mit I’Hopital’s Regel
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(d) Wir berechnen
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Situation 2. Wir berechnen mit I’'Hopital’s Regel
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Situation 2. Wir berechnen mit I’'Hopital’s Regel

et +1 . er . 1
lim = lim = lim
z—o0 €T 4+ 1 z—00 €% + 1 z—oo ] + e %

Somit ist
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(e) Wir schreiben zuerst um
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weil exp stetig ist. Wir haben die Situation 8. Wir berechnen mit I'Hopital’s Regel
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Dieser Grenzwert ist wie in Teilaufgabe (a) zu 1osen und ergibt —, also ist der
urspriingliche Grenzwert
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Aufgabe 2. Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen R — R:
(a) V1422 (b) cos(cosx) (c) exp (ﬁ)

r_ sinx . .. $2 T 2
(d) ﬁ (e) T (definiert nur fir © > 0) (f) %
Losung
(1) f{(‘%‘) = 2\/?13,12 = \/11‘%2
(2) fi(x) = —sin(cosz) - (—sinz) = sin(cos ) sin x
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(3) f3(z) = exp (ﬁ) (14:17)2
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass Ableitungen die Zwischenwerteigenschaft besitzen: Sind a,b €
R mit a < b und ist f: [a,b] — R differenzierbar, so nimmt f’ jeden Wert zwischen f’(a)
und f'(b) an.

Losung. Sei ¢ ein Wert zwischen f’(a) und f’(b). Wir betrachten die Funktion g: [a,b] — R
definiert durch g(x) := f(x) — cx fiir « € [a, b]. Dann ist g differenzierbar mit

g (x) = f(z) —c

Besitzt ¢’ keine Nullstelle, so muss g monoton sein (sogar streng monoton, siche MC-
Aufgabe (2)), also gilt entweder ¢’ > 0, falls ¢ monoton wachsend ist, oder ¢’ < 0, falls
g monoton fallend ist. Beachten wir zusétzlich, dass ¢’ laut Annahme keine Nullstelle hat,
so folgt ¢’ > 0 oder ¢’ < 0. Aquivalenterweise gilt entweder f’(x) > ¢ fiir alle z € [a, b] oder
f'(x) < cfiir alle x € [a, b]. Beide dieser Moglichkeiten widersprechen jedoch der Wahl von c.
Dies zeigt, dass ¢’ eine Nullstelle besitzen muss, also dass es ein £ € [a, b] gibt mit f/(§) = c.

g

Aufgabe 4. Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion, derart, dass f(z) = f'(z) fur
alle z € R gilt.

(1) Zeigen Sie, dass eine reelle Zahl ¢ existiert, mit f(z) = ¢ - exp(z).
(2) Was passiert, falls f nur Definitionsbereich R\ {0} anstatt R hat und ebenfalls f' = f
erfillt?

Losung.

(1) Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion, derart, dass f = f’. Definiere eine
Funktion g : R — R durch g(z) = %. Wir berechnen die Ableitung mit der
Quotientenregel

['(@) exp(x) — f(x) exp’(x)
exp(2z) .

g'(z) =

Doch weil f/ = f und exp’ = exp gilt, ist die Ableitung ¢’ = 0. Darum ist g konstant,
g(x) = c fiir alle z € R. Weil aber f(x) = g(z) exp(x) ist, folgt f(z) = cexp(x).

(2) Wir kénnen analog wie in (a) vorgehen. Wir erhalten jedoch fiir g nur, dass g konstant
auf (—o0,0) und (0, 00) ist. Mit Hilfe der charakteristischen Funktion kénnen wir
g = c1l(_s0) + c21(0,00) schreiben, fiir zwei reelle Zahlen c;,c; € R. (Erinnerung;:
Ta(z) =1 genau dann wenn z € A und 14(x) = 0 genau dann wenn x ¢ A).
Wir erhalten f(x) = e*(c11(—s0,0) + c21(0,0))-

U

Aufgabe 5. Sei f : [0,1] — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) = 0. Wenn M > 0
derart, dass |f'(x)] < M |f(z)| fir alle x € [0, 1] existiert, dann zeigen Sie f(z) = 0 fiir alle
x € [0,1].



Losung. Wir wollen anstatt f die nichtnegative Funktion ¢ : [0,1] — R gegeben durch
g = f? betrachten. Die Funktion g ist differenzierbar und ¢g(0) = 0. Ausserdem erfiillt sie
eine dhnliche Eigenschaft wie f:

9" (@) = 2|f (2) f'(x)] < 2|f(z)|M|f(z)| = 2M|g(x)| = 2M g(x).

Betrachte nun & : [0,1] — R gegeben durch h(x) = exp(—2Mz)g(z). Die Funktion h ist
differenzierbar und hat Ableitung

h'(z) = exp(—2Mz) (¢'(x) — 2Mg(x)) .

Weil die Exponentialfunktion strikt positiv ist und der zweite Term wegen der gefundenen
Abschétzung < 0 ist, erhalten wir A'(x) < 0, das heisst h ist monoton fallend. Doch weil
h > 0 und h(0) = 0 ist, schliessen wir h(x) = 0 fiir alle x € [0, 1]. Dies impliziert g(z) = 0
und dann auch f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1]. O

Aufgabe 6. Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir jede falsche Aussage in Aufgabe 7.(1).

Losung.
(a) v € R — 22
(c) x e R —€”.
r?sin(L), x #0

(d) z e— @
0, =0

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe.

(1) Sei I C R ein nichtleeres Intervall und f: I — R eine Funktion. Welche der folgen-
den Aussagen gelten im Allgemeinen?
(a) Ist f differenzierbar, so ist f gleichméssig stetig.
(b) Ist f differenzierbar, so ist f stetig.
(c) Ist f differenzierbar, so ist f Lipschitz-stetig.
(d) Ist f differenzierbar, so ist f’ stetig.
(2) Betrachte die folgende Aussage: ”Sei I C R ein nichtleeres Intervall und f: I — R

differenzierbar mit

f'(x) #0
fiir alle z € I. Dann ist f streng monoton.”. Diese Aussage...
(a) ... gilt im Allgemeinen.

(b) ... gilt nicht im Allgemeinen. Die Aussage stimmt aber, wenn f stetig differen-
zierbar ist.
(c) ... selbst fiir stetig differenzierbares f gilt dies nicht im Allgemeinen.
(d) ... gilt nie.
(3) Sei I C R ein nichtleeres Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion.
Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen?
(a) Ist zg € I ein lokales Extremum von f, so ist f'(xg) = 0.



(b) Ist zy € I kein Endpunkt von I und gilt f'(x¢) = 0, so ist x( ein lokales Extremum
von f.

(c) Seien a := inf(/) und b := sup(/). Dann liegen alle lokalen Extrema von f in der

Menge {a,b} U{z € I| fo(x) = 0}.

(d) Sei a:=inf(l) € I. Dann ist a ein lokales Extremum von f.
(4) Welche der folgenden Funktionen f: R — R, z +— f(x) ist nicht bei g = 0

differenzierbar?

(a) f(x) = /]z[sin /][,

(b) f(z) = |22,

(c) f(z) = z*g(z) wobei g(x) =1 fir x € Q und g(z) =0 fir z € R\ Q.

(d) keine. Alle Funktionen in (a)-(c) sind bei 0 differenzierbar.
(5) Welche Aussage ist falsch?

(a) [2? = o(a), (x — 0).

(b) Fiir jede stetige Funktion f: (a,b) — Rund alle zy € (a,b) gilt: f(x) — f(z0)

= o(x — xy),

r — Tp).
(c) Vi+x=1+5+o(x), (x — 0).
(d) cos(z) =1+ o(x), (x — 0).



