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Losungen zur Ubungsserie 13

Aufgabe 1. Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine konvexe Funktion.

(1)
(2)

Zeigen Sie, dass jedes lokale Minimum von f ein (globales) Minimum ist.
Zeigen Sie, dass falls f streng konvex ist und ein Minimum bei g € I annimmt, dann
ist f(xz) > f(xg) fir alle z € T\ {z}.

Losung. Erinnerung: eine Funktion f : I — R ist konvex, falls

F((A =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y)

fir alle z,y € I und t € [0, 1]; f ist streng konvex, falls

S =tz +ty) <A =1)f(z) +1f(y)

fur allex #y € [ und ¢ € [0, 1]

(1)

Sei xg € I sei ein Punkt, an dem unsere Funktion ein lokales Minimum annimmt.
Wir nehmen an per Widerspruch, dass z( kein globales Minimum ist, i.e. es existiert
ein x1 € I so dass f(z1) < f(x¢). Wir definieren die Funktion z : [0,1] — R via

z(t) == (1 — t)zg + tay
Nach konvexitiat von f und die Annahme es folgt, dass

flz(t) < (1 =) f(xo) +tf(x1) < (1 —1t)f(xo) + tf(z0) = f(0)

Dies widerspricht der Annahme, dass f bei xg ein lokales Minimum annimt, da fiir
klein ¢ x(t) beliebig nah zu x ist.

Sei xg € I sei ein Punkt, an dem unsere Funktion ein lokales Minimum annimmt. Wir
nehmen an per Widerspruch, dass ein weiteres lokales Minimum z; # x( existiert.
Wegen (1) sind beide zy und 27 globale Minima. Insbesondere haben wir f(xy) =
f(z1). Betrachte die Funktion x(¢) wie in (1) definiert. Wegen streng Konvexitit von
f haben wir

fa(t)) < (1 =1)f(wo) +tf(x1) = f(wo)
fiir alle t € [0, 1], da f(x¢) = f(x1). Dies widerspricht der Tatsache, dass f bei ¢ ein

globales Minimum annimmt.

O



Aufgabe 2. Seien p,q > 1 reelle Zahlen, welche % + % = 1 erfiillen. Beweisen Sie, dass fiir
alle nichtnegative reelle Zahlen z,y € R die Ungleichung
p a
ry < 4L
p q

gilt.

Hinweis: Definieren Sie eine geeignete Funktion und bestimmen Sie ihr Minimum.

Losung. Beachte zuerst, dass falls # oder y Null ist, die Ungleichung stimmt. Wir nehmen

also an, dass z,y > 0 sind.

Fixiere y > 0 und betrachte die stetig differenzierbare Funktion f : (0,00) — R mit
Pyl

f(l‘):?—i-g—xy.

Wir wollen zeigen, dass diese Funktion iiberall grosser oder gleich 0 ist. Die Ableitung von
f st
fl(a) =a"" —y.

Also hat f ein Extrema bei xq = yp%l. Aus % + % = 1 finden wir, dass p =
-4 = ¢ — 1. Die Extremstelle ist zo = y?~".
Die Funktion hat wegen Aufgabe 1 ein globales Minimum, da f”(x) = (p — 1)zP=2 > 0 fiir

q

o und darum

alle x € (0,00) ist, und f darum (sogar streng) konvex ist.
Wieder unter der Benutzung von p = q%l berechnen wir
ylo eyl (¢ —Dy*

——yfl=—t+ =y =0
p q q q

f(xo) =

WEeil f bei xg ein globales Minimum annimt, folgern wir die Ungleichung

Py
0= f(xo) < flz) = — + = —uy,
p q
und darum
ry < — + —.
q

Aufgabe 3. Berechnen Sie mit partieller Integration

(1) das unbestimmte Integral [ 2?sinx dz,

(2) rekursive Formeln fiir folgende unbestimmte Integrale

an :/x"expxdx, b, = /x”sina:dx und cn:/x"cos:cdx

fiir jedes n € Ny,
(3) die unbestimmten Integrale [ 2®logz dx fiir jedes a € R.

Hinweis: Beachten Sie, dass der Fall a = —1 getrennt zu behandeln ist.

(4) die Integrale [ exp(az)sin(bz)dz fiir a,b € R\ {0}.



Losung.

(1) Mit partieller Integration (PI) finden wir
/x2 sinzdr 2 2% - (—cosx) — /(Qm) - (—cosz)dx
= —2?cosx + Q/xcosasd:x

= —z’cosz + 2(rsinw — /sinxda:)
= —z?cosz 4 2xsinz + 2cosz + C,

wobei wir in den partiellen Integrationen jeweils den ersten Term abgeleitet und den

zweiten integriert haben.

(2) Wir haben
ag =expx + C, bp = —cosx + C und co=sinz + C.

Fiir n € N berechnen wir rekursive Formeln wie in Teilaufgabe (a):
ay, = /x” exp x dx B gn expx + n/x"1 exprdr =x" expxr — na,_1,
b, = /x” sinzdr 2 —2"cosx +n / 2" Leosxdr = —x" cosz + ne,_1,
Cp = /f‘cosa:d:v Honsing — n/ya’"_1 simnrdr = z"sinz — nb,,_1.
(3) Im Spezialfall a = —1 erhalten wir
/x_l log = dx = log zlog x — /(log r)rdx

indem wir x — z integrieren und x — log x ableiten. Darum ist [ 2 'logz dx =
@ + C. Anderenfalls erhalten wir

" PI xa+1 :L,aJrl 1 Ia+1 l.a+1
x%logx dx = logx — —dr = logxr — —
a+1 a+1lw a+1 (a+1)2

_ enfatDlogr - 1)
B (a+1p

+C.

(4)

/exp(am) sin(bz) dx 2 exp(az) sin(bz) — / Mb cos(bx) dx

a

PI exp(az)sin(br) exp(ax)bcos(bx) B / sz sin(bx) dx

a a? a?
Darum ist
exp(az) sin(bzx) exp(ax)bcos(bx) .
: - exp(az)(asin(bx) — bcos(bx))
bx)dr = 8 @’ = C.
/exp(cw;) sin(bz) dx T R +

g



Aufgabe 4. Seien a < b reell, und seien f,g : [a,b] — [0,00) stetige Funktionen, derart,
dass

F(2) < fla) + / F(t)g(t)dt

fir alle = € [a, b] gilt. Zeigen Sie folgende Ungleichung:
f(z) < f(a)exp /g(t)dt fur alle = € [a, b].

Losung. Definiere

Per Annahme ist h > f.
Beachte, dass

(ogha)) = Gt = — LB _yp)

Per Annahme ist

und darum
(log h(t))" < g(t).

Wir integrieren nun diese Ungleichung von ¢ = a bis ¢ = x und erhalten

log h(x) —logh(a) < /m g(t)dt.

Weil ausserdem h(a) = f(a) bekommen wir, wenn wir auf beiden Seiten die Exponential-

funktion anwenden
xT

h(z) < f(a) exp / o(t)dt

Da aber f < h ist, folgt die Gronwall Ungleichung. U

Aufgabe 5. Benutzen Sie die Zwischenwerteigenschaft von Ableitungen (siche Ubungsserie
12, Aufgabe 4) um folgende Probleme zu 16sen.

(1) Sei f: R\ {0} — R definiert durch
e+l

f(z) e

Zeigen Sie, dass keine differenzierbare Funktion F': R — R mit

F'(z) = f(z) fir alle z # 0

existiert.



(2)"

Sei g: R — R definiert durch

cos (%), fiir x # 0,
g(x) = ?x)

1, firx =0
Zeigen Sie, dass keine Funktion G : R — R mit
G =g

existiert.

Losung. Erinnerung Sind a,b € R mit a < b und ist F': [a,b] — R differenzierbar, so
nimmt F’ jeden Wert zwischen F’(a) und F’(b) a

(1)

Bemerke: f <1n(11 )) =4 und f ( W) ) 2. Wegen Zwischenwerteigenschaft existiert
3

ein x € R so dass f(z) = 2, aber

f(a) = %ygl:z:,%:_

ein Widerspruch.

Es ist einfach zu sehen, dass g die Zwischenwerteigenschaft erfiillt. Wir nehmen per
Widerspruch an, dass g eine Stammfunktion besitzt. Wir definieren die folgende
Funktion:

cos(1), fiir alle = # 0,
0, flirz =0

h:R—R, v+

Wir zeigen, dass h eine Stammfunktion besitzt.
Sei
2?sin(2), fiir alle z # 0,
0, fir x =0
Dann ist J differenzierbar mit J'(z) = 2z sin(+) — cos(1) fiir # # 0 und J'(0) = 0.
Setze

J R— R, z+—

2asin(2), fiir alle z # 0,
0, firz=0

g R—R, z+—

Dann ist q stetig, da

: (1

lim 2z sin (—> =0

z—0 x
da sin(1) € [—1,1] fiir alle z € R\ {0} gilt. Insbesondere besitzt ¢ eine Stammfunk-
tion.
Bemerke: h(z) = ¢(x) — J'(x), somit besitzt h eine Stammfunktion wegen Linearitét
von .
Insbesondere, falls g eine Stammfunktion besitzt, dann besitzt auch g—h eine Stamm-

funktion, aber
0, fiir alle z # 0,
(9 —h)(z) = )
1, firz=0

und diese Funktion erfiillt nicht die Zwischenwerteigenschaft, ein Widerspruch.



Aufgabe 6. Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir jede falsche Aussage in Aufgabe 8.(2).

Losung.
(a) I =[-1,1], f: I — R definiert durch

0, fiir z € [-1,0],

flo) = 1, fir z € (0,1]

f erfiillt nicht die Zwischenwerteigenschaft, so besitzt sie keine Stammfunktion.
(b) Sei J : R — R wie in Losung von 5.(2) definiert. Dann ist J nicht stetig differen-

zierbar, da
| ( 1 )
lim cos [ —
x—0 xX
existiert nicht.

(d) Sei g:[—1,1] — R definiert durch

z[Psin (1), fir alle z € [—1,1] \ {0},

T

g(x) = .
0, firz =0

fiir ein p < 2. Per Deinition besiztz ¢’ : [-1,1] — R eine Stammfunktion (z.b. g).
Wir zeigen, dass ¢’ nicht Riemann-integrierbar ist. Es gilt f alle z € [—1,1] \ {0}:

1 1
g (z) = plz[P~ ' sgn(x) sin <—) — |2|P~% cos <—)
T

T

Da p < 1 folgt p — 2 < 0 und somit ist ¢’ unbeschriankt und insbesondere ist ¢’ nicht
Riemann-integrierbar.

O
Aufgabe 7. Verwenden Sie folgende Ressource, um die Berechnung von Integralen zu iiben:

https://moodle-app2.let.ethz.ch/course/view.php?id=17981

Aufgabe 8. Multiple choice Aufgaben.

(1) Sei I C R ein nichtleeres Intervall und f : I — R differenzierbar. Welche der
folgende Aussage gilt nicht im Allgemeinen?
(a) Ist f'(z) > 0 fur alle x € I, so ist f monoton wachsend.

(b) Ist f monoton wachsend, so gilt f'(x) > 0 fiir alle x € I.

(c) Ist f streng monoton wachsend, so gilt f'(x) > 0 fiir alle x € .

(d) Alle Aussage gelten im Allgemeinen.

(2) Sei I C R ein nichtleeres Intervall und f : I — R eine Funktion. Welche der folgende
Aussage gilt im Allgemeinen?

(a) Ist I kompakt und f Riemann-integrierbar, so besitzt f eine Stammfunktion.



(b) Besitzt f eine Stammfunktion, so ist f stetig.

)
(c) Ist f differenzierbar, so besitzt f eine Stammfunktion.
(d) Besitzt f eine Stammfunktion und ist I kompakt, so ist f Riemann-integrierbar.
(3) Welche Aussage tiber eine stetige Funktion f: [a,b] — R ist falsch im Allgemeinen?
(a) o — F(z) = [T f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.
(b) x — — f f t)dt ist eine Stammfunktion von f.

)
)
(c) [T f(t) (r) — F(a) fiir jede Stammfunktion von f und alle z € [a, b].
)
|

(d) Falls f stetlg dlfferenmerbar ist dann f(x f (1)
(4) Welche Aussage ist wahr?

(a) fo sin(z dm—fo sin(z)dz.

(b) fo sin(z?)dx = § fo 712 sin(z)dx.

(c) fsm Ydx = Sm(x +C.

(d) [?sin(z?)dz = 2 — [? cos(a?)dx.




