ANALYSIS 1: EINE VARIABLE HERBSTSEMESTER 2022
Prof. Giovanni Felder Montag, 14. November

Ubungsserie 9

Abgabe bis zum 23. November

Bonuspunkte konnen in Aufgabe 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. (1) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren.
0=zt = —2 ) T+ 2 .
lim lim —

T2 Tz — 2 ’ zﬁfSN/l—x—Qj z—0 |$‘
Wiéhlen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die

angegebene Formel eine Funktion definiert.
(2) Sei p € R[T] ein Polynom, p(T) = a,7™ + - - - + a1T + ap und sei zy € R. Berechnen

Sie
. T) — plax
() — plao)
T—x0 T — :L'O
Hinweis: Beginnen Sie mit p(7') = 7™ und benutzten Sie dann die Linearitdt von lim.

Aufgabe 2. Finden Sie ein Beispiel fiir eine stetige Funktion f : R — R so, dass der
Grenzwert der Folge (f(n)), existiert, aber nicht der Grenzwert lim f(z). Wie iibersetzt
T—00

man fiir eine reelle Zahl A € R die Aussage

lim f(z)=A

T—00

korrekt in eine Aussage iiber Konvergenz von Folgen? Beweisen Sie!

Aufgabe 3. Sei V der Vektorraum aller beschréinkten Folgen (x,,)%%, in R. Uberpriifen Sie,

dass

[(@n)nZolle = sup{|zn| |n € N} und  [|(2n)5Zolls = sup{27"|zn| | n € N}
Normen || - || und || - ||« auf V' definieren. Finden Sie eine Folge (v,,), in V, die fir die Norm
|| - ||« konvergiert, aber nicht fiir die Norm || - ||co-

Aufgabe 4. Sei a > 0 eine reelle Zahl, und seien v,w € R". Beweisen Sie, dass die
Abschéitzung
(12
| (v, w) | < Gloll® + 55 [|w]®

gilt. Schliessen Sie daraus auf die Cauchy-Schwarz Ungleichung.



Aufgabe 5. Sei (a,), eine reelle unbeschriankte Folge. Beweisen Sie, dass eine eine Teilfolge
(ap,, )k mit

lim a,, € {—o00, 00}

k—o00

existiert.

Aufgabe 6. Sei D C R eine Teilmenge, 2y € R ein Haufungspunkt und f,g : D — R
Funktionen. Zeigen Sie folgende Eigenschaften von Grenzwerten.

(1) Falls lim,_,,, f(x) existiert, ist er eindeutig bestimmt;

(2) lim,_,,, ist linear, i.e.
lim (f + g)(z) = lim f(z) + lim g(z)
T—T0 T—T0 Tr—xTQ

und

lim (A\f)(xz) =X lim f(z)

T—rx0 T—rT0

fir alle A € R’
(3) lim,_,,, ist monoton, i.e. falls f < g, dann

lim f(z) < lim g(z)

T—x0 T—T0
(4) lim,_,,, ist multiplikativ, i.e.
lim (f9)(x) = lim f(z) - lim g(x)
T—T0 T—T0 Tr—xQ

(5) Formulieren und beweisen Sie ein Sandwich-Lemma fiir lim,_,,.

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe.

(1) Sei f: R — R eine Funktion. Dann kénnen wir die Existenz von lim,_,, f(x) (Grenz-
wert der Funktion f fir x — o0) und lim, . f(n) (Grenzwert der Folge (f(n)),)
untersuchen. Welche der folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(a) Existiert lim,,_, f(n), so existiert auch lim,_,, f(z) und die beiden Grenzwerte
stimmen iiberein.

(b) Existiert lim,, ,, f(n) und ist f monoton, so existiert auch lim, ,,, f(x) und die
beiden Grenzwerte stimmen iiberein.

(c) Existiert lim, . f(n) und ist f stetig, so existiert auch lim, ,,, f(x) und die
beiden Grenzwerte stimmen {iberein.

(d) Keins der Obigen.

(2) Seien D C R, xy € D ein Haufungspunkt von D und f: D — R eine Funktion. In

welchen der folgenden Fille folgt die Stetigkeit von f in xq nicht?
(a) T,y £(2) = f(20).
(b) zg ist links- und rechtsseitiger Haufungspunkt von D und f ist in zg links- und
rechtsseitig stetig.
(c) lim, ., f(x) existiert.
(d) g ist kein rechtsseitiger Hiufungspunkt von D und es gilt lim, »,, f(z) = f(xo).
(3) Die Funktion f: [-1,1] = R, z — /|| ist...
(

a) Riemann-integrierbar,



(d) monoton.

)
(¢) nicht beschrénkt,
)
(4) Welche Aussage gilt fiir alle stetigen Funktionen f: (—1,1) — R?

(b) Lipschitz-stetig,
(

a) Es gibt ein M > 0 so dass |f(x)] < M fiir alle x € (—1,1).

(b) Es gibt ein zy € (—1,1) so dass f(z¢) > f(x) fiir alle z € (—1,1).

(c) Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0 so dass fur alle xg,z; € (—1,1), |1 — 29| <

o = [f(z1) — f(zo)l.

(d) Falls f(0) =10 und f(1/10) = 1 dann gibt es ein xy € (—1, 1) so dass f(zg) = 9.
(5) Fiir alle beschrankten reellen Folgen (ay,), gilt:

(a) ar < limsup,,_, . a, fir alle k£ € N.

(b) liminf, . a, < limsup,,_,.. a,.

(c) Es gibt eine Teilfolge (a,, ) die gegen limsup,,_, ., a, konvergiert.

(d) sup{a,|n € N} <limsup,,_,.. ay.



