D-MATH Algebra I HS 2022
Prof. Richard Pink . ) )
Musterlosung Wiederholungsserie

1. Beweise fiir beliebige Untergruppen H; < G > Hy > H!, die Ungleichungen

(a) [Hy: Hy n Ho] < |G : Hs.
(b) [G: Hyn Hy] < [G: Hy|-|G: Hsl.
(¢) [HinHy: H nH)| <[Hy: Hj.

Lésung: (a) Betrachte die Linksoperation von H; auf G/H, durch Linkstranslation
(h1,gHs) — higHs. Der Stabilisator der trivialen Nebenklasse Hy ist die Menge
aller hy € Hy mit hyHy = H,, was dquivalent ist zu h; € Hy; der Stabilisator ist
also H; n Hy. Die Bahn des Elements H, € G/H, unter H; hat folglich die Lange
[Hy: Hy n Hs|, und ist < |G/Hs| = [G : Hy], woraus (a) folgt.

(b) Mit Lagrange und (a) folgt

[GIHlﬁHQ]I[GlHl]'[HlIHlﬁHQ]g[GlHl]'[GiHQ].

(¢) Wegen Hyn H), = (Hyn Hs) n HY ist (c) genau die Aussage (a) fiir die Gruppen
H, n Hy < Hy > H) anstelle von H; < G > H,.

2. Sei H eine echte Untergruppe einer endlichen Gruppe G.

(a) Zeige, dass die Vereinigung aller Konjugierten von H nicht gleich G ist.
(Hinweis: Zihle die Elemente in der Vereinigung (. 7H.)

*(b) Gilt diese Aussage auch, wenn G nicht endlich ist?
Lésung:

(a) Sein := |G| und m := |H| und [G : H] = ¢. Nach dem Satz von Lagrange gilt
n = ml. Seien g1, g € G, sodass g H = g, H ist. Dies impliziert g, 'g; € H .
Damit gilt

-1 _ 1 1, \—1,-1 _ —1
92H95" = 9295 91 H(95 91) 9, = g1 Hgy -

Also gibt es hochstens [G : H| = ¢ verschiedene Konjugierte von H. Jede
solche Konjugierte hat Kardinalitdt m und enthélt das neutrale Element e €
G. Also enthilt die Vereinigung aller Konjugierten hochstens (m — 1)+ 1 =
n — ¢ + 1 Elemente. Da G < H eine echte Untergruppe ist gilt / > 1 und
somit m¢ — ¢ + 1 < n. Also kann die Vereinigung aller Konjugierten nicht
gleich G sein.



(b) Fiir unendliche Gruppen ist die Aussage im Allgemeinen falsch. Sei n > 1
und betrachte G := GL,(C). Sei H die Untergruppe aller oberen Dreiecks-
matrizen. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass jedes Element von G
dghnlich zu einer Matrix in Jordannormalform, also insbesondere zu einem
Element von H ist. Da H eine echte Untergruppe von G ist, haben wir somit
ein Gegenbeispiel gefunden.

*3. (Lemma von Goursat). Betrachte Gruppen G; und G5 und eine Untergruppe H
von (G1 x (G5, so dass die beiden Projektionen p; : H — G; surjektiv sind. Zeige,
dass es normale Untergruppen N; <1 Gy und Ny < Gy gibt mit (N; x Ny) < H, so
dass

H/(N1 X NQ) < (Gl X GQ)/(Nl X NQ) = (Gl/Nl) X (GQ/NQ)

der Graph eines Isomorphismus G1/N; — G5/Ns ist.

Losung: Write (Gy x {1}) n H = N; x {1} for some subset N; < G;. As an
intersection of subgroups Ny x {1} is a subgroup of G1 x{1}. Applying the projection
isomorphism G; x {1} — G thus shows that N; is a subgroup of G;.

Next consider any g; € G;. By the surjectivity of p; there exists go € Gy with
h := (g1, g92) € H. The calculation

SNy x {1} = 9N; x 92{1}
= (9N x {1})
= 192)(G) x {1}) n vl g
= (G x2{1})n"H =
= (Gix{1}))nH
= N; x {1}

thus shows that 9 Ny = N;. Varying ¢; shows that N; < G.

An analogous argument shows that ({1} x Gy) n H = {1} x N, for some normal
subgroup Ny <1 Gs.

Now N; x Ny is a normal subgroup of G; x Gs, and by construction we have
Ny x Ny = (Ny x {1}) - ({1} x N2) €« H- H = H. Under the evident identifica-
tion (Gy x Ga)/(N1 x Ny) = (G1/N1) x (G/N3) we can view H/(N; x Ny) as a
subgroup of (G1/Ny) x (G2/N3).

We claim that for every coset g1 N1 € G1/N; there exists a unique coset g Ny €
G2/ Ny such that (g1 N1, goNo) € H/(Ny x Ns). Indeed, the conclusion is equivalent
to (g1,92) € H. The existence thus follows from the surjectivity of p;. For any
second coset ghNy € Gy/No with (g1,95) € H the element (g1, 92) " (g1,05) =
(1,95 'g5) lies in H and hence in ({1} x G3) n H = {1} x N,. Thus g, ‘¢, € Ny, and
s0 goINo = g4 Ns, proving the uniqueness part of the claim.



The same argument on the other side shows that for every coset goNo € Go/No
there exists a unique coset g1 N7 € G1/N; such that (g1 N1, 92No) € H/(Ny x Ny).

Together with the previous claim this implies that H/(N; x Ny) is the graph of a
bijective map ¢: G1/Ny — Gy/Ns, namely sending g; N1 to go Ny for any go € G
with (g1, ¢92) € H. The two projection maps p; and ps in the commutative diagram

H
N1XN2

/\_

N1XN2

are therefore bijective. Since they are also group homomorphisms, they are iso-
morphisms, and hence so is ¢ = py 0 p; ', as desired.

4. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G und betrachte die Abbildung
o:HxG— G, (h,g) — hg.

(a) Zeige, dass o eine Linksoperation ist.
(b) Bestimme die Bahnen von o.

(c) Wann ist die Operation o transitiv, frei, treu, beziehungsweise trivial? Wel-
ches sind ihre Fixpunkte?

Lésung:
(a) Fur alle h,h' € H und g € G gilt

o(lg,9) = 1ug = 1lgg = ¢ und
a(h,a(h',g9)) = h(h'g) = (hRh')g = a(hl,g).

Daher ist o eine Linksoperation.

(b) Die Bahnen von o sind genau die Teilmengen der Form {hg | he H} = Hg
fiir alle g € GG, das heisst, genau die Rechtsnebenklassen von H.

(c) Eine Operation heisst transitiv, wenn es genau eine Bahn gibt. In unserem
Fall bedeutet dies, dass die triviale Nebenklasse H1g gleich G ist, also dass
H = G ist.
Eine Operation heisst frei, wenn kein nichttriviales Gruppenelement einen
Fixpunkt hat. In unserem Fall ist hg = g stets dquivalent zu h = 1; also ist
die Operation immer frei.

Eine Operation heisst treu, wenn kein nichttriviales Gruppenelement alle
Punkte festldsst. In unserem Fall lasst kein nichttriviales Element von H
den Punkt 14 € G fest; also ist die Operation immer treu.
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Eine Operation heisst trivial, wenn jedes Gruppenelement jeden Punkt festlasst.
In unserem Fall bedeutet dies die Gleichung hg = ¢ fiir alle h € H. Diese Glei-
chung ist dquivalent zu h = 1; somit ist die Operation genau dann trivial,
wenn H =1 ist.

Schliesslich ist ein Fixpunkt einer Operation ein Element, das von jedem
Gruppenelement festgehalten wird. In unserem Fall bedeutet dies ein g € G
mit hg = ¢ fiir alle h € H. Dies ist wieder dquivalent zu h = 1 fiir alle
h e H, also zu H = 1. Somit ist die Fixpunktmenge gleich G im Fall H = 1,
beziehungsweise leer im Fall H # 1.

5. Fiir eine natiirliche Zahl n sei X die Menge aller Elemente der Ordnung 2 von .S,,,
auf der die S5,, durch Konjugation operiert.

(a) Bestimme die Anzahl und Léngen der Bahnen dieser Operation.

(b) Wann ist die Operation transitiv, frei, treu, beziehungsweise trivial? Welches
sind ihre Fixpunkte?

Losung:

(a) Betrachte ein Element o € S, der Ordnung 2. Dann ist die Kardinalitit jeder
Bahn von (o) auf der Menge {1,...,n} ein Teiler von ()| = 2. Da ausserdem
o # id ist, muss es eine Bahn der Lénge > 1 geben. Die Anzahl k& der Bahnen
der Léange 2 erfiillt also die Bedingungen £ > 1 und 2k < |[{1,...,n}| = n.
Nach Proposition 1.13.13 der Vorlesung bilden alle Elemente der Ordnung 2
mit demselben k eine Konjugationsklasse in S,; mit anderen Worten eine
Bahn der Operation von 5, auf X. Die Anzahl dieser Bahnen ist daher die
Anzahl der ganzen Zahlen k mit 1 < & < n/2 und somit gleich | 7.

Sodann ist ein o wie oben schon durch die Zerlegung der Menge {1,...,n}
in Bahnen bestimmt, da jede Bahn der Lange 1 einen Fixpunkt enthéalt und
die Elemente jeder Bahn der Linge 2 miteinander vertauscht werden. Die
Anzahl der ¢ vom Typ k ist daher die Anzahl der ungeordneten Zerlegun-
gen von {1,...,n} in k Teilmengen der Linge 2 und n — 2k Teilmengen der
Lange 1. Die Auswahl der Bahnen der Lénge 1 entspricht der Wahl einer
Teilmenge der Ordnung n — 2k, wofiir die Anzahl durch den Binomialkoeffizi-
enten (n—nZk) gegeben ist. Wir miissen dies multiplizieren mit der Anzahl A
der ungeordneten Zerlegungen einer Menge mit 2k Elementen in k& ungeord-
nete Paare. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir diese Menge
mit {1,...,2k} identifizieren. Im Fall £ = 1 ist offenbar A; = 1. Im Fall
k > 1 muss das Element 1 mit einem beliebigen anderen Element gepaart
sein. Fiir dieses andere Element gibt es genau 2k — 1 Moglichkeiten. Fiir die
Zerlegung der iibrigen 2k — 2 Elemente in Paare verbleiben dann genau A;_;
Moglichkeiten. Fiir k > 1 gilt also die Rekursionsformel Ay, = (2k —1)- Aj_;.



Insgesamt ergibt sich dadurch

(2k)-(2k—1)---2-1  (2k)!
(2k) - (2k —2)---4-2 2kl

Ay = (2k—1)-(2k—3)---3-1 =

Die gesuchte Lénge ist daher

< n >.(2k)! - nl (2k) nl

n — 2k '

okkl  (n—2k)!(2k)! 2%k (n — 2k)12FE!

(b) Im Fall n < 1ist X = @ und S,, = 1, also ist die Operation dann trivial und
frei und treu, aber nicht transitiv und besitzt keine Fixpunkte. Im Fall n = 2
ist | X| =1 < 2 = |5y, also ist die Operation dann trivial und transitiv,
aber weder frei noch treu; ausserdem ist das einzige Element (1 2) € X
ein Fixpunkt. Im Fall n = 3 besteht X aus einer einzigen Bahn der Lénge
3 < 6 = |S3/, also ist die Operation transitiv, aber weder trivial noch frei, und
sie hat keine Fixpunkte. Im Fall n > 4 hat die Operation mindestens zwei
Bahnen, und nach (a) hat jede Bahn Lénge > 1; darum ist die Operation
weder transitiv noch trivial, und sie hat keine Fixpunkte. Da ausserdem jede
Bahn eine Linge < n! = |S,| hat, ist die Operation auch nicht frei.

Schliesslich betrachte eine Permutation 7 € S,,, die auf X trivial operiert.
Dann fixiert 7 insbesondere jeden 2-Zykel 0 und kommutiert daher mit o. Da
alle 2-Zykel die S,, erzeugen, kommutiert 7 also mit ganz .S,, und liegt daher
im Zentrum von S,. Fiir n > 3 wissen wir aber, dass das Zentrum von S,
trivial ist. Darum ist die gegebene Operation fiir jedes n > 3 treu.

6. Fiir welche positiven ganzen Zahlen k, ¢, m,n enthélt die symmetrische Gruppe 5,
einen k-Zykel und einen ¢-Zykel, deren Produkt ein m-Zykel ist?

Losung: Fiir beliebige p, o, 7 € .S, gilt

1 1 1

po =T < p= 0! o 771/) =0 &7 = ailpfl S 0T = pfl < 0= pflT.
Weiter ist p ein k-Zykel genau dann, wenn p~! einer ist, und o ist ein /(-Zykel
genau dann, wenn o~ ! einer ist, und 7 ist ein m-Zykel genau dann, wenn 77! einer

ist. Die Antwort ist daher invariant unter beliebiger Vertauschung von k, ¢, m.

Wir sammeln zuerst einige notwendige Bedingungen. Damit die S,, iiberhaupt
einen k-Zykel enthélt, muss £ < n sein. Eine notwendige Bedingung ist daher
k,¢,m < n. Sodann hat jeder k-Zykel das Signum (—1)*"!. Eine weitere notwen-
dige Bedingung ist daher (—1)*=1.(—1)*"1 = (—1)™"!, das heisst k+¢ = m+1 mo-
dulo (2). Weiter besitzt jeder k-Zykel p € S,, genau n — k Fixpunkte in {1,...,n},
und jeder (-Zykel o € S,, genau n — ¢ Fixpunkte. Der Durchschnitt dieser bei-
den Fixpunktmengen besteht dann aus Fixpunkten von po und hat Kardinalitit
>n—k)+(n—0)—n=n—k—L{ Ist po ein m-Zykel, so hat dieser aber genau

b}



n —m Fixpunkte, somit muss n —k — ¢ < n—m sein, also m < k+¢. Aus Symme-
triegriinden gilt dann auch £ < £+ m und ¢ < m + k. Nach etwaiger Vertauschung
konnen wir schliesslich k,¢ < m annehmen. Die bisher gefundenen notwendigen
Bedingungen sind dann dquivalent zu

1<k lf<m<n und k+{¢#mmod(2) und m <k~+/{

Nun zeigen wir, dass diese Bedingungen hinreichend sind, und zwar durch Induk-
tion tiber k + ¢ + m. Im Fall £k = 1 implizieren die Bedingungen ¢ = m mod (2)
und £ < m < 1 + ¢ und damit ¢ = m. Dann bilden der 1-Zykel p = (1) und jeder
m-Zykel o eine Losung. Das Entsprechende gilt im Fall ¢ = 1.

Sodann betrachten wir den Fall 1 < k,¢/ < m mit £ < m. Dann erfiillen £ und
0 :={¢—1und m' := m — 1 die Bedingungen

1<kl <m'<n und k+0#m mod(2) und m'<k+/.

Nach der Induktionsvoraussetzung existieren daher ein k-Zykel p € S, und ein
U'-Zykel o’ € S, so dass po’ ein m/-Zykel ist. Wir erweitern diese Permutationen
zu Elementen von S,,, indem wir sie trivial auf {m, m +1,...,n} operieren lassen.
Nun wéhlen wir einen Index 1 < i < m/, so dass ¢’i # ¢ ist im Fall ¢’ # id. Mit
7 := (i m) ist dann o := ¢’'7 in jedem Fall ein Zykel der Linge ¢' + 1 = /¢, da o'
ein ¢'-Zykel ist, der die Ziffer m nicht bewegt. Da po’ ein m’-Zykel in S, ist, gilt
auch 70’i # i, und aus dem gleichen Grund ist folglich po = po’m ein Zykel der
Lange m’ + 1 = m. Damit haben wir eine Losung gefunden.

Das entsprechende Argument geht im Fall 1 < k£, ¢ < m mit ¢ < m nach Vertau-
schung von k und £.

Schliesslich verbleibt der Fall 1 < k = ¢ = m. In diesem Fall folgt aus k + ¢ £
m mod (2), dass k ungerade ist. Betrachte dann einen beliebigen k-Zykel p € S,
und setze o := p. Da k ungerade ist, ist dann auch po = p* ein k-Zykel. Somit
haben wir auch in diesem Fall eine Losung gefunden und sind fertig.

. Beschreibe die Ringe

(a) (Z/15Z)[X]/(2X — 4).
(b) (Z/12Z)[X]/(2X - 1).
() (Z/6Z)[X]/(3X2 + 3X + 1).

Lésung:

(a) Wegen 2 -8 = 1 mod (15) ist 2 eine Einheit in Z/15Z. Somit ist der Ring
gleich

(Z/1SZ)[X]/(X = 2) = Z[X]/(15, X = 2) = (Z[X]/(X - 2))/(15).

6



Nun ist aber der Kern der Auswertungsabbildung Z[X] — Z gleich (X — 2).
Der Homomorphiesatz liefert daher einen Isomorphismus Z[ X /(X —2) =~ Z.
Somit ist der fragliche Ring isomorph zu Z/(15) = Z/15Z. Nach dem chine-
sischen Restsatz ist er auch isomorph zu Z/3Z x Z/57Z.

(b) Setze R := (Z/12Z)[X]/(2X —1). Wegen (Z/12Z)[X]| = Z[|X]/(12Z]| X]) gilt
dann R =~ Z[X]/I fiir das Ideal I := (12,2X — 1) von Z[X]. Dieses Ideal

enthilt 6 = X-12-6-(2X — 1)
und daher 3 =X-6-3-(2X-1)
sowie X—-2 = -X-34+2-(2X -1);

somit ist J := (3, X —2) < I. Umgekehrt sind 12 = 4-3 und 2X — 1 =
342 (X —2)in J und daher I ¢ J. Zusammen zeigt dies [ = J = (3, X —2).
Wegen Z[X]/(3Z[X]) = (Z/37)| X] = F3[X] folgt nun

R ~ Z[X]/(3,X —2) ~ Fy[X]/(X —2) =~ F,.

(c) Setze R := (Z/6Z)[X]/(3X? +3X + 1). Wegen (Z/6Z)[X] Z[ 1/(6Z[X])
gilt dann R =~ Z[X]/I fiir das Ideal I := (6,3X? +3X + 1) von Z[X]. Dieses
Ideal enthiilt das Element 2+ (3X? +3X +1)— (X?+ X) -6 = und ist daher
gleich (2, X? + X + 1). Somit ist

lle

10

R = Z[X|/T = (Z2Z)[X]/(X*+ X +1) = Fo[X]/(X*+ X +1).

Nun ist X? + X + 1 ein Polynom vom Grad 2 ohne Nullstelle in F,. Somit
ist es irreduzibel iiber Fy. Da Fo[ X ein Hauptidealring ist, ist das Polynom
also prim und der Faktorring ein Korper. Da die Restklassen von 1 und X
eine Basis des Faktorrings iiber Fy bilden, hat dieser Kérper die Dimension
2 iiber Fy und daher die Kardinalitédt 4. Somit ist R ein endlicher Koérper der
Ordnung 4.

*8. Sei R ein von Null verschiedener Ring und sei a € R~ {0}. Wann ist der natiirliche
Homomorphismus ¢: R — R[X]/(aX — 1) injektiv?

Lésung: Betrachte ein Element b € R~ {0}. Dann ist ¢(b) = 0 genau dann, wenn b
in dem Ideal (aX — 1) von R[X] liegt. Dies bedeutet, dass ein Polynom » "  ¢; X"
mit ¢; € R existiert, so dass

n n n

i X'(aX—1) = ZaciX”l—ZciXi = ach”H—i—Z(aci_l—ci)Xi—cO
iz0 i=0 i=0 i=1

ist. Nach Koeffizientenvergleich ist dies dquivalent zu

,=0 und V1<i<n:ac_i=c¢ und b= —c¢



10.

Insbesondere ist dann ¢, = —a™b, und die erste Gleichung impliziert a - (a™b) = 0.
Falls also Kern(y) # 0 ist, ist a ein Nullteiler von R.

Sei umgekehrt a ein Nullteiler von R und wéhle b € R mit ab = 0. Dann ist
b=—abX +b= —b(aX —1) und damit p(b) = 0. Wegen a # 0 ist dann ausserdem
b # 0 und somit Kern(y) # 0.

Damit ist gezeigt, dass genau dann Kern(y) # 0 ist, wenn a ein Nullteiler von R
ist. Somit ist ¢ genau dann injektiv, wenn a kein Nullteiler von R ist.

Finde fiir die folgenden reellen Zahlen z ein annullierendes Polynom von x iiber
Q und folgere daraus eine einfachere Darstellung von x.

a) & =\4+T+\4—
)z =V2+V5+32-15
Lésung: (a) Wir rechnen mit der binomischen Formel
2 = A4+V)+2VI6—T+(A4—VT7) = 4+2-3+4 = 14.

Wegen 4 + /7 > 0 ist auch z > 0; somit folgt = = 1/14.

(b) Wir rechnen mit der binomischen Formel

= (2+\/5)+3€/ZT5(\3/2+\/5+\3/2—\/5)+(2—\/5) — 43z

Also ist X3+ 3X — 4 ein annullierendes Polynom fiir z. Dieses hat die Nullstelle 1
und die Faktorisierung X3+3X —4 = (X —1)(X?+ X +4). Die weiteren Nullstellen
sind nicht reell, aber x schon; also gilt x = 1.

Sind die folgenden Korper isomorph?

(a) Q[X]/(X* —2) und Q[X]/(X* + 2);
(b) QIX]/(X? + 1) und Q[X]/(X?* + 2);
(¢) R[X]/(X? + 1) und R[X]/(X? +2);
(d) Q[X]/(X? - 2) und Q[X]/(X? +2).

Lésung: (a) Wir kénnen beide Kérper in C einbetten via Q[X]/(X? — 2) =~
Q(v/2) und Q[X]/(X? + 2) =~ Q(+/2i). Ein Isomorphismus Q[X]/(X? + 2) —
Q[X]/(X? — 2) entspricht damit einem Isomorphismus o: Q(y/2i) — Q(+/2). Die-
ser ist auf dem Primkorper Q die Identitiit; also ist —2 = o(—2) = o((+/2i)?) =
o(1/2i)? ein Quadrat in Q(v/2) = R; Widerspruch. Somit sind die beiden Koérper
nicht isomorph.
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Dasselbe Argument weniger formal: Das Polynom X2 — 2 hat eine reelle Nullstelle,
daher ldsst sich der Kérper Q[X /(X2 —2) nach R einbetten. Das Polynom X2 + 2
hat keine reelle Nullstelle, daher ldsst sich der Kérper Q[X]/(X? + 2) nicht nach
R einbetten. Also kénnen die beiden Korper nicht isomorph sein.

(b) Wie in (a) kénnen wir Q[X]/(X? + 1) = Q(i) und Q[X]/(X? + 2) =~ Q(+/2)
mit Unterkorpern von C identifizieren. Ihr Kompositum ist dann Q(+/2, 7). Dieses
hat den Unterkoérper Q(v/2) vom Grad 2 iiber Q, der in R enthalten ist und
daher das Element i nicht enthilt. Darum ist [Q(v/2,4)/Q(v/2)] = 2 und somit
[Q(v/2,7)/Q] = 4. Wegen [Q(i)/Q] = [Q(v/2i)/Q] = 2 sind nun aber beide Korper
normal iiber Q. Wire also Q(7) =~ Q(+/2i), so wire schon 1/2i € Q(i) und daher
Q(+v/2,7) = Q(3) vom Grad 2 iiber Q; Widerspruch.

Aliter: Wie in (a) gilt fiir jeden Isomorphismus o: Q(+/2i) — Q(i) die Gleichung
o(v/2i)? = —2. Wir zeigen durch direkte Rechnung, dass dies in Q(4) nicht moglich
ist. Sei ndmlich (a + ib)*> = —2 mit a,b € Q. Dann ist a® — b? + 2abi = —2, also
a?> —b* = —2 und 2ab = 0. Die erste Gleichung impliziert b # 0, was mit der
zweiten a = 0 impliziert. In die erste Gleichung eingesetzt folgt daraus b = 2.
Aber in QQ gibt es keine Quadratwurzel aus 2; Widerspruch.

(c) Wegen /2 € R induziert die Substitution X + X /4/2 einen Isomorphismus.
(d) Ja, via der von X — —X induzierten Abbildung.

Aliter: Q[X]/(X? - 2) = Q(V2) = Q(-V2) = Q[X]/(X® + 2).

Betrachte die reellen Zahlen o := /2 und 8 := +/3 und setze v := a + 3. Gilt
Qla, 5] = Q[~] als Unterringe von R? Gilt Z[«, 5] = Z[~]?

Lésung: Zur Vorbereitung berechnen wir 42 = 5+2+/6 und daraus v* = 49 + 204/6
= 1092 — 1, sowie v* = 114/2 + 9v/3. Letzteres impliziert o = (73 — 97)/2 € Q[],
und daraus folgt auch 8 = v — a € Q[v]. Also gilt Q[«, 5] < Q[v] < Q[«, 5] und
somit Q[v] = Q[«, B].

Sodann ist o ¢ Q, aber o = 2 € Q; somit ist Q[a] eine quadratische Kérperer-
weiterung von Q mit der Basis 1, . Wére 5 € Q[«], so gébe es also a,b € Q mit
a + byv/2 = /3. Quadrieren lieferte dann die Gleichung a® + 2abv/2 + b*> = 3, und
nach Koeffizientenvergleich hiitten wir 2ab = 0. Dann wire aber a = 0 und % = 3,
oder b = 0 und a® = 3, was beides in Q nicht moglich ist. Somit ist 5 ¢ Q[a].
Wegen 8% = 3 € Q[a] ist daher Q[«, 3] eine quadratische Kérpererweiterung von
Q[a]. Aus der Multiplikativitiat der Korpergrade folgt nun dimg Q[«, 8] = 2-2 = 4.

Wegen Q[v] = Q[a, 3] bilden die Elemente 1,~,7?,7* deshalb eine Basis von Q[7]
iiber Q. Insbesondere sind sie Z-linear unabhingig. Aus v* = 10y% — 1 folgt nun,
dass die additive Untergruppe Z®Zy®Z~* P Z~? bereits ein Unterring und damit
gleich Z[~] ist. Wegen v = « + (8 haben wir dabei Z[y] < Z[«, 5]. Dagegen ist
a=(1-99)/2=0-1- % Y+ 092+ % -3 die einzige Q-Linearkombination von
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1,7v,7% ~% mit Wert . Somit ist o keine Z-Linearkombination dieser Elemente
und damit nicht in Z[v]. Also ist Z[v] & Z|«, 5].

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und sei f € K[X] irreduzibel.

(a) Zeige: Sind deg(f) und [L/K] teilerfremd, so ist f irreduzibel iiber L.

(b) Gib Beispiele von irreduziblen Polynomen in K[X] an, deren Grad nicht
teilerfremd zu [L/K] ist und die iiber L reduzibel sind.

Lésung: (a) Nach Multiplikation mit einem konstanten Faktor konnen wir f als
normiert annehmen. Sei g ein normierter irreduzibler Faktor von f in L[ X]. Dann
ist M := L[X]/(g) eine Korpererweiterung von L, in der g die Nullstelle a :=
X +(g) hat. Ausserdem ist M = L(a) und g ist das Minimalpolynom von «a iiber L.
Sodann folgt aus g(a) = 0 auch f(a) = 0, und da f normiert und irreduzibel in
K[X] ist, ist es das Minimalpolynom von a iiber K. Fiir den Zwischenkorper
K(a) ¢ M gilt daher [K(a)/K] = deg(f). Die Multiplikativitat der Korpergrade

impliziert nun

[L(a)/L]-[L/K] = [L(a)/K] = [L(a)/K(a)]-[K(a)/K] = [L(a)/K(a)]-deg(f).

Da [L/K] und deg(f) teilerfremd sind, ist also [L/K] ein Teiler von [L(a)/K (a)].
Andererseits gilt immer [L(a)/K (a)] < [L/K], und deshalb hier Gleichheit. Insge-
samt folgt daraus [L(a)/L] = deg(f). Da aber g das Minimalpolynom von a {iber
L ist, ist [L(a)/L] = deg(g). Somit ist deg(g) = deg(f) und amit g = f. Also ist
f irreduzibel iiber L.

(b) Fiir jedes a € L ~ K sei f das Minimalpolynom von a iiber K. Dann ist
f € K[X] irreduzibel vom Grad > 1, hat aber die Nullstelle a € L und ist daher
reduzibel {iber L.

Entscheide, ob man den Winkel arccos(11/16) mit Zirkel und Lineal dritteln kann.

Lésung: Wir setzen « := arccos % und a := cos §. Aus der Vorlesung wissen wir,

dass ein Winkel genau dann konstruierbar ist, wenn sein Cosinus (oder dquiva-
lenterweise sein Sinus) als Lange konstruierbar ist. Daher ldsst sich der Winkel «
genau dann dritteln, wenn a aus cosa = 11/16 konstruierbar ist.

Die allgemeine Formel cos z = 4 cos® £ — 3cos 3 ergibt

11

— = = 4a® — 3a.
16 COS «v a 3a

Folglich ist
f(X)=64X% - 48X — 11
ein annullierendes Polynom von a. Die Substitution ¥ = 4 Xvereinfacht f zu dem

Polynom Y3 —12Y — 11, fiir das man leicht sieht, dass es die Nullstelle —1 hat und

10



14.

15.

16.

daher in Q[X] in Faktoren vom Grad < 2 zerféllt. Die Nullstelle 4a liegt somit in
einer quadratischen Erweiterung von Q und ist konstruierbar, also gilt das auch
fiir a. Somit lésst sich der Winkel « dritteln.

Genauer finden wir
Y312V =11 = (Y +1)(Y?* =Y —11).

Die Nullstellen dieses Polynoms sind Y = —1, %475. Folglich hat f die Nullstellen
—%1, %‘B. Wegen 0 < § < 7/2 ist a positiv, daher gilt a = %‘B.

Sei R ein faktorieller Ring und I das von einer Teilmenge A < R erzeugte Ideal.
Was kann man sagen iiber die Menge aller Hauptideale, die I enthalten?

Losung: Nach Definition ist I das eindeutige kleinste Ideal, welches A umfasst.
Fiir ein beliebiges b € R gilt also I < (b) genau dann, wenn A < (b) ist. Wegen
(b) = {xb | x € R} bedeutet dies, dass b jedes Element von A teilt, das heisst, ein
gemeinsamer Teiler von A ist.

Ist A < {0}, so gilt dies fiir jedes b € R. Andernfalls wihle ein a € A \ {0} und
schreibe a = up; - - - p, mit v € R* und Primelementen py, ..., p,. Die moglichen
Teiler von a sind dann genau die Elemente der Form v [ [,_; p; fiir eine Einheit v €
R* und eine Teilmenge I < {1,...,n}. Insbesondere hat der grosste gemeinsame
Teiler von je endlich vielen Elemente a = ay, ..., a,, € AN{0} diese Form. Da es fiir
die Teilmenge I nur endlich viele Méglichkeiten gibt, ist eine davon minimal. Fiir
diese ist dann v [ [,_; p; ein grosster gemeinsamer Teiler von ganz A. Die moglichen
b mit I < (b) sind dann genau die Elemente der Form v ][, p; fiir alle v € R*
und allen Teilmengen J < I.

Fiir welche Ringe R ist der Polynomring R[X] ein Hauptidealring?

Lisung: We already know that R[X] is a principal ideal domain if R is a field. We
claim that this is the only case. So assume that R[X] is a principal ideal domain.
Then R[X] is in particular an integral domain; hence so is the subring R. From
the natural isomorphism R = R[X]/(X) it follows that R[X]/(X) is an integral
domain, too. Thus the ideal (X) is a non-zero prime ideal. But in a principal ideal
domain, every non-zero prime ideal is maximal. Thus (X) is a maximal ideal,

hence R[X]/(X) = R is a field.

Sei K ein Korper. Zeige, dass es unendliche viele irreduzible normierte Polynome
in K[X] gibt.

Losung: Our proof is directly analogous to Euclid’s proof that there are infinitely
many prime numbers. We know that there exists a monic irreducible polynomial
in K[X] (for example X — 1). Take n > 1 distinct monic irreducible polynomials
P1,---,Pn in K[X] and set

Pi=pips--pn+ 1

11



*17.

Then P is monic of degree > 0 and therefore possesses a monic irreducible factor p.
We claim that p is distinct from each of the p;. If p = p; for some 1 < i < n, then
it follows that p|P and p|(P — 1) = [ [, pi, from which it follows that p|1. Thus p
is a unit, a contradiction. Hence for any finite set of monic irreducible elements in
K[X], we can find a monic irreducible not contained in that set. It follows that
that set of monic irreducible polynomials in K[X] is infinite.

Sei O(C) der Ring aller holomorphen Funktionen C — C.

(a) Welche Beziehung besteht zwischen O(C) und dem Ring O, der Keime holo-
morpher Funktionen in einem Punkt p € C aus Aufgabe 7 von Serie 127

(b) Zeige, dass O(C) ein Integritétsbereich ist.

(
(d

)
¢) Bestimme die Einheitengruppe von O(C).
)
e) Beweise, dass alle diese schon Primelemente sind.
)
)
)

Bestimme alle irreduziblen Elemente von O(C).

(

(f) Zeige, dass O(C) nicht faktoriell ist.

(g) Ist O(C) noethersch? (Siehe Satz 4.4.3 der Vorlesung.)
(

h) Beschreibe den Quotientenkérper von O(C) mit Hilfe von meromorphen Funk-
tionen. (Hinweis: Weierstrass’scher Produktsatz.)

Losung: Zur Vorbereitung erinnern wir uns an die Nullstellenordnung ord,(f) einer
in einer Umgebung von p € C holomorphen Funktion f. Fiir f # 0 ist dies die
eindeutige ganze Zahl n > 0, so dass f in einer Umgebung von p als Potenzreihe
in z — p darstellbar ist mit dem Anfangsterm a(z — p)™ fiir ein a € C*. Ausserdem
ist ord,(0) = co. Diese Ordnung erfiillt die grundlegende Gleichung

ord,(fg) = ord,(f)+ ord,(g).

(a) Jede Funktion f € O(C) definiert einen eindeutigen Keim bei p; genauer
haben wir einen wohldefinierten Ringhomomorphismus O(C) — O,, f —
[(f,C)]. Da zwei ganze Funktionen schon dann iibereinstimmen, wenn sie in
einer beliebig kleinen Umgebung von p iibereinstimmen, ist dieser Homomor-
phismus injektiv.

(b) In Aufgabe 7 von Serie 12 haben wir gesehen, dass O, ein Integritétsbereich
(und sogar ein Hauptidealring) ist. Nach (a) ist O(C) isomorph zu einem
Unterring davon; also ist auch O(C) ein Integritétsbereich.

Aliter: Fur f,g € O(C) ~ {0} sind ordy(f), ordp(g) < o und daher auch
ordo(fg) < o0, also fg # 0. Wegen O(C) # 0 ist es also ein Integritétsbereich.

(c¢) Sind f,g € O(C) mit fg = 1, so hat f keine Nullstelle. Wenn umgekehrt
f € O(C) keine Nullstelle hat, so ist auch die reziproke Funktion % tiberall

holomorph, also eine Inverse zu f in O(C) und daher eine Einheit.

12



(d-e)

Wir behaupten, dass die irreduziblen Elemente in O(C) genau die Funktionen
f mit einer einzigen und einfachen Nullstelle p sind, und dass diese prim sind.
Dies resultiert aus den folgenden drei Lemmas:

Lemma 1: Fiir jedes solche f und jedes g € O(C) mit ord,(g) = 1 ist f|g.

Beweis: Nach Voraussetzung ist f(z) durch eine iiberall konvergente Potenz-
reihe der Form a(z — p) + (hohere Terme) darstellbar mit a € C*. Also ist
f(2) = (z—p)- f1(p) fiir eine holomorphe Funktion fi(z) = a+ (hohere Terme),
und nach Voraussetzung hat diese keine Nullstelle mehr und ist nach (c) also
eine Einheit. Sodann ist g durch eine Potenzreihe der Form b(z — p) + (hohere
Terme) darstellbar mit b € C. Also ist g(z) = (2—p)-g1(p) fiir eine holomorphe
Funktion g;. Daher ist g = f - (¢91/f1) mit ¢1/f1 € O(C), also f|g. ]

Lemma 2: Jedes solche f ist prim.

Beweis: Nach der Vorbemerkung ist f # 0 und nach (c) keine Einheit. Seien
g,h € O(C) mit f|gh, also mit fk = gh fiir ein k € O(C). Dann gilt

1+ ord,(k) = ord,(fk) = ord,(gh) = ord,(g) + ord,(h).

Also ist ord,(g) = 1 oder ord,(h) > 1, und mit Lemma 1 folgt daraus f|g
oder flh. O

Lemma 3: Jedes g € O(C) mit mehr als einer Nullstelle oder einer mehrfachen
Nullstelle ist reduzibel.

Beweis: Sei p eine Nullstelle von g. Nach Lemma 1 gilt dann ¢g(2) = (2 — p)h
fiir ein h € O(C). Ist g # p eine weitere Nullstelle von g, oder ¢ = p eine
mehrfache Nullstelle von g, so ist ¢ auch eine Nullstelle von h; also ist h keine
Einheit. Somit ist g(z) = (z—p)-h(z) eine Zerlegung von g in Nichteinheiten;
also ist g reduzibel. O]

Nach (c-e) hat jedes endliche Produkt von Einheiten und/oder Primelemen-
ten hochstens endlich viele Nullstellen. Eine Funktion mit unendlich vielen
Nullstellen, wie zum Beispiel sin(z), ist daher kein solches Produkt. Somit ist

O(C) nicht faktoriell.

Fiir jede natiirliche Zahl n ist f,(z) := sin(z/2") eine Funktion in O(C) mit
der Nullstellenmenge 2"77Z. Wegen

falz) = sin(z) = 2sin(zn) - cos(zin) = 2cos(z50) - fun(2)
gilt f.41]fn. Dass die Nullstellenmenge von f,, 1 echt in der Nullstellenmenge
von f, enthalten ist, bedeutet dagegen f,, 1 f+1. Fiir die zugehorigen Haupt-
ideale von O(C) gilt daher (f,) & (fn+1). Die unendliche strikt aufsteigende
Idealfolge (fo) & (f1) & ... zeigt nun, dass O(C) nicht noethersch ist.

Aliter: Wire O(C) noethersch, so konnte man wie im Beweis von Satz 4.4.3
der Vorlesung zeigen, dass R faktoriell ist, im Widerspruch zu (f).

13



(h) Wir behaupten, dass der Quotientenkorper von O(C) natiirlich isomorph zu
dem Korper M(C) der meromorphen Funktionen auf C ist.
Zunéchst ist jede Funktion g € O(C) \ {0} invertierbar in M(C). Nach der
universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers haben wir also einen wohlde-
finierten Korperhomomorphismus

Quot(O(C)) — M(C), L~ L.

Q

Es bleibt zu zeigen, dass dieser surjektiv ist. Da die Nullfunktion offenbar im
Bild ist, miissen wir zeigen, dass jedes h € M(C) \ {0} als Quotient zweier
von Null verschiedener Funktionen in O(C) geschrieben werden kann. Sei
dafiir P die Menge aller Polstellen von h. Aus der Funktionentheorie wissen
wir, dass dies eine diskrete Teilmenge von C ist. Fiir jedes p € P sei sodann
n, := —ordy(h) die Polordnung von h bei p. Nach dem Weierstrass’schen
Produktsatz existiert nun eine holomorphe Funktion g € O(C), welche genau
in den Punkten von P Nullstellen besitzt, und zwar der Ordnung ord,(g) = n,
fiir alle p € P. (Siehe zum Beispiel [Freitag, Busam: Funktionentheorie 1, Kap.
IV.2.]) Betrachte dann die meromorphe Funktion f := gh € M(C). Nach
Konstruktion ist sie holomorph ausserhalb von P, und fiir jedes p € P ist
ord,(f) = ord,(g) +ord,(h) = 0. Also hat f dort nur hebbare Singularitéten,
ist also représentiert durch eine iberall holomorphe Funktion in O(C). Somit
ist h = f/g mit f,g € O(C), wie zu zeigen war.

18. Zerlege fiir beliebige ganze Zahlen m,n > 1 das Polynom X™ — Y™ € C[X,Y] in
irreduzible Faktoren.

Lésung: Schreibe m = m/¢ und n = n’¢ mit ¢ € Z>' und teilerfremden m’, n’ € Z=!.
Dann ist

Xm_y" — (Xm’)ﬁ_(yn’>€ _ 1_[ (Xm’_cyn’).
CeC, ¢t=1

Wir behaupten, dass jeder Faktor auf der rechten Seite irreduzibel ist. Betrachte
dafiir einen in X normierten Faktor g € C[X,Y] von X™ — (Y™ vom Grad
0 <k <m'. Wihle £ € C mit ¢ = (. Nach der Substitution Y = Z™ haben wir
dann

Xm—g(zmy = X =z =[] (X —ptz™),

peC, pm' =1

und g(X, Z™) ist ein Produkt von k dieser Faktoren. Dessen konstanter Koeffizient
ist daher in C* - (Z™)*. Andererseits entsteht er durch die Substitution Y = Z™
aus einem Polynom in Y. Somit ist Z** ein Polynom in Z™. Wegen 0 < k < m/
und ggT(m/,n') = 1ist dies nur moglich mit & = m’. Also ist X™ —CY™ irreduzibel
in C[X,Y].
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*19. Sei R ein faktorieller Ring. In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass jeder Poly-
nomring in endlich vielen Variablen {iber R ebenfalls faktoriell ist. Gilt dies auch
fiir einen Polynomring in einer beliebig grossen unendlichen Menge von Variablen?

Losung: Betrachte eine Menge I und unabhéngige Variable X; fiir alle 7 € I. Fiir
jede Teilmenge J < I sei R; der Polynomring iiber R in den Variablen X; fiir
1 € J. Dann ist R; die Vereinigung der R fiir alle endlichen Teilmengen J < I.

Wegen 1 # 0 in R gilt dies auch in R;. Sodann betrachte f,g € R; ~ {0}. Wihle
J < I endlich mit f,g € R;. Da R; ein Integritédtsbereich ist, gilt dann fg # 0 in
R; und damit auch in R;. Somit ist R; ein Integritdtsbereich. Gilt weiter fg = 1
in Ry, so gilt dies auch in Rj; also ist jede Einheit in R; auch eine Einheit in R;.

Sodann behaupten wir, dass jedes Primelement p € R; auch ein Primelement
in R; ist. Dafiir betrachte zuerst eine beliebige endliche Teilmenge J' < I mit
J < J'. Dann ist R ein Polynomring in endlich vielen Variablen iiber R;. In §4.6
der Vorlesung haben wir gesehen, dass p dann auch ein Primelement in Ry ist.
Insbesondere ist p # 0 und keine Einheit in Rj;. Wire p eine Einheit in R;, so
gibe es ein ¢ € Ry mit pg = 1, und dieses ¢ lage in einem solchen R, also wire p
eine Einheit in Rj;: Widerspruch. Somit ist p keine Einheit in R;. Betrachte nun
f,g € Ry mit p|fg in R;. Dann existiert ein h € R; mit ph = fg. Wihle die obige
endliche Menge J' so, dass f,g,h € Ry sind. Dann gilt p|fg in R, und da p ein
Primelement von R ist, folgt p|f oder p|lg in Rj;. Also existiert ein k € Ry mit
pk = f oder pk = g. Diese Gleichung gilt dann auch in R;; somit folgt p|f oder
plg in R;. Damit ist gezeigt, dass p ein Primelement von R; ist.

Betrachte schliesslich ein beliebiges f € R;. Wahle J mit f € R; und eine Zerle-
gung f = ufy--- f, mit einer Einheit u € R} und Primelementen fi,..., f, € R;.
Nach den obigen Bemerkungen sind dann v € R} und fi,..., f, Primelemente
in R;. Somit ist R; faktoriell.

20. Bestimme welche der folgenden Polynome irreduzibel sind.

(a) X*+9X +6X — 3 € Z[X].
(b) 4X? —15X2 + 60X + 180 € Q[X].
(¢) X3 +3X%+5X +5¢eQ[X]
(d) X7+7X6+5X2 X +1eR[X].
) X —2X +3eZ[X].
) X X6+X5+16X4+17X3+6X+17eZ[X]

(e
(f

Lésung: (a) Irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium fiir p = 3, da normiert.

(b) Das Polynom ist normiert; nach dem Eisensteinkriterium fiir p = 5 ist es also
irreduzibel in Z[X] und somit auch in Q[X].
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(c) Die Reduktion modulo 3 ist X — X — 1 und hat keine Nullstelle in F3. Da sie
Grad 3 hat, ist sie somit irreduzibel. Da das urspriingliche Polynom normiert ist,
ist es daher selbst irreduzibel in Z[X] und damit auch in Q[X].

(d) Da C algebraisch abgeschlossen ist, zerféllt das Polynom iiber C in Linearfak-
toren. Die Nullstellen in Z ~ R kommen in Paaren komplex konjugierter Zahlen
mit derselben Multiplizitit. Da das Polynom ungeraden Grad hat, besitzt es daher
eine Nullstelle in R und damit einen Linearfaktor in R[X]. Da es nicht selbst linear
ist, ist es reduzibel.

(e) Das Polynom ist normiert und besitzt die Zerlegungen in irreduzible Faktoren
(X? + X + 1)? modulo (2), beziehungsweise X (X3 + 2X + 1) modulo (3). Diese
implizieren, dass das Polynom keinen Faktor vom Grad 1, beziehungsweise 2 in
Z| X] hat; also ist es irreduzibel. Aliter: Das Polynom ist schon irreduzibel modulo
(7) und daher selbst irreduzibel.

(f) Das Polynom ist normiert. Seine irreduziblen Faktoren modulo (3) haben die
Grade 3 4+ 3 + 1 und modulo (5) die Grade 2 + 5. Ist das Polynom reduzibel in
Z| X], so kann es wegen letzterem nur eine Zerlegung in die Grade 2 + 5 haben,
was aber wegen ersterem nicht sein kann. Darum ist das Polynom irreduzibel.
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